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Istotne sa natomiast wyplywajace z tej zasady wnioski ogdlne. Obliczmy mianowicie dla
dowolnego ustroju energie U, w stanie ,,0”, a wigc statycznie wyznaczalnym, i rzeczywista
energie Us, tegoz ustroju, gdy dziataja réwniez okreslone z réwnan kanonicznych sily X.
Z zasady minimum energii wynika, 7ze Us, < U,. Jeéli teraz wprowadzi¢ pojecie $rednich
w calej objetosci V ustroju naprezen oq i Osn

(O'g/ZE) V=U, i (O’?,,/2E) V =Us, (b)

to z poprzedniej nierdwnosci wynika, Ze gs. < 04, Czyli Ze wprowadzenie statycznej nie-
wyznaczalnosci w ustroju zmniejsza Srednie naprezenia. Nie oznacza to jednak redukcji
naprezen we wszystkich elementach ustroju.”> Podobnie stosujac twierdzenie Clapeyrona
(9.21) mozna dowie$é, ze wprowadzenie statycznej niewyznaczalnoSci zmniejsza Srednie
odksztalcenia ustroju.

Poza wymienionymi dwiema zaletami dodatkowa zaleta ustrojow statycznie nie-
wyznaczalnych w pordwnaniu ze statycznie wyznaczalnymi jest zwigkszenic pewnosci
dzialania w sytuacjach awaryjnych, gdyz zniszczenie jakiego$ wigzu powoduje w pierwszym
przypadku na ogét tylko zmiang sposobu pracy, w drugim natomiast zamienia ustrdj
na mechanizm i powoduje katastrofg catosci.

Zasadnicza wada ustrojéw statycznie niewyznaczalnych jest ich czuto$¢ na bledy
montazu lub zmiany temperatury (art. 10.8). Obydwa te czynniki maja na ogét charakter
losowy i nalezy liczyé si¢ z rozrzutem odpowiadajacych im naprezen. Zwigkszenie zatem
precyzji wykonania badZ montazu jest niezbednym warunkiem stosowania takich ustrojow
w praktyce.

(1) Zadanie 10 art. 10.3.
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W budowie maszyn stosujemy czesto elementy osiowosymetryczne i osiowosymetrycznie
obcigzone. Takie sa na przyklad wirujace ptaskie krazki (rys. 11.1a) stosowane jako wirniki
maszyn, tarcze szlifierskie itp. Ich analiza staje si¢ zagadnieniem statyki, gdy wprowa-

Rys. 11.1. Przyktady osiowosymetrycznych elementéw osiowosymetrycznie obcigzonych

dzimy masowe ,,sily bezwladno$ci” wynikajace z przyspieszenia dosrodkowego. Poniewaz
zazwyczaj o§ krazka jest osig obrotu, sily te sa promieniowe i osiowosymetryczne, a ich
natgZenie ¢, na jednostke objetosci

4, = ew?*r N/m3, (111

zalezy od gestosci ¢ materialu, promienia r okreslajacego odlegloéé badanego elementu
od osi obrotu oraz predkosci katowej w = wn/30 rad/s, ktéra uwazamy za stata. Gdy
@ # const, wowczas wystepuja takze obwodowe ,,sily bezwladnoéci” o natezeniu o (dw/d¢) r
majace jednak na ogdét male znaczenie. Podobnie pomijamy obcigzenia obwodowe wyni-
kajace z oporéw ruchu itp.

Inny przyklad takich elementéw osiowosymetrycznych stanowia gruboscienne rury

20*
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malne. Te ostatnie sa wobec tego napreZeniami gléwnymi. PoniewaZ gérna i dolna po-
wierzchnia klina sa swobodne, jedynymi wiec napreZzeniami, ktére moga istnieé, sa na-
prezenia obwodowe o, i promieniowe (radialne) o,, dzialajace w plaszczyzZnie tarczy, a wigc
dajace plaski stan naprezenia. Ten ostatni fakt umozliwia, przy wykorzystaniu wzoru (7.19),
uzaleznié o, i o, od odksztalcen ¢, i ¢, stanowigcych tu odksztalcenia gléwne. Podstawiajac

pod dzialaniem wewnetrznego (p,) lub zewnetrznego (p,) cisnienia (rys. 11.1b). Jak prze-
konamy sie, to tzw. zadanie Lamégo, jest bardzo podobne do analizy wirujacych krazkéw
i dlatego utarlo si¢ te nma pozér rézne zagadnienia badaé lacznie.V

11.1. Analiza tarczy kolowej o stalej grubosci s mianowicie ¢, = d,, 0, = 0,, &, = & i & = & oraz uwzgledniajac (11.2) i (11.3) mamy
wedlug (7.19) wynik
Rozpatrzymy tu cienki krazek o stalej grubosci 6 (rys. 11.2), ktérego obciazenie stanowia E E o .
dziatajace w jego plaszczyZnie promieniowe i osiowosymetryczne sity masowe g, N/m? o=z Etve) =7 (? v W) A (11.4)
oraz sily powierzchniowe S, i S, N/m? na wewnetrznej i zewngtrznej powierzchni bocznej
krazka. Tak obciazony cienki krazek nazywamy farczq. 6, = _]-_E—vz-(grﬂ-vg‘) = I—E_vz (% dy %) (11.5)

Wyraza on szukane o, i o, w funkcji tylko przemieszczenia u, ktére z kolei jest funkcja
promienia r. Gdyby$my wiec znali z géry u(r), wéwczas wzory (11.4) i (11.5) okreslityby
o, i g, jako funkcje r, umozliwiajac tym samym analiz¢ wytrzymalo$ciowa badanej tarczy,
a w szczegolnosci oceng jej bezpieczenstwa.

W postawionym tu jednak zadaniu u(r) jest na razie nie znane. Aby je okresli¢, musimy
zbadaé réwnowage elementarnego klina, na ktdry dziataja:

a) na boku ef elementarna sila o, r dod;

b) na réwnoprawnych bokach de i ¢f dwie jednakowe sily o, dr 6, tworzace ze soba

kat dB; : '
c) na boku c¢d elementarna sita ‘a,.+da,) (r+dr) dBé, przy ktorej okresleniu uwzgled-
Rys. 11.2. Obraz odksztalceri i naprezefi w tarczy o d = const niono zaréwno zmiang samego naprezenia o, na g, +do,, jak i zmiang pola na (r+dr) dfJ;
' d) masowa sila proporcjonalna do objetosci dV klina majaca wartos¢ gq,dV =
Z racji osiowej symetrii i ksztaltu, i obciazenia wszystkie elementy tarczy jednakowo =g, rdpdré.
odlegle od osi sa rownoprawne. Jesli wiéc na skutek obciazenia tarczy _1 odksztatcalnosci Zauwazmy, Ze jedynym, nie bedacym tozsamoscia, warunkiem réwnowagi jest réwnanie
jej materiatu pewien jej punkt 4 przemieszcza si¢ promieniowo o u = AA’, to takie samo sumy rzutéw sil na kierunek promienia o postaci
przemieszczenie maja wszystkie punkty okregu o tymze promieniu r. W rezultacie pier- —o,rdf 6—(0,dr 8)dB+(o,+do,)(r+dr)dfé+q,rdfdré =0,

wotny okrag przechodzi w okrag o promieniu r+u, a kazdy element jego obwodu doznaje

wydtuzenia wzglednego skad po pominigciu malych trzeciego rzgdu i skréceniu przez dr df 6 otrzymujemy

d(o, 1)

& = [2rn(r+u) —2nr]2nr = ufr. (11.2) d
r

—o,+q,r=0. (11.6)

Jak przekonamy si¢ zaraz, przemieszczenie w jest funkcja r, wobec czego elementy

promieniowe, jak 4B, zmieniaja swa dlugos§é. Jesli mianowicie przemieszczenia punktéw A4 Wstawiajac teraz o, i 6, z wzoréw (11.4) i (11.5) mamy po przeksztalceniach réwnanie

i B sa odpowiednio u i u+du, to, jak widaé z rysunku, zmiana dlugoséci odcinka 4B = dr rézniczkowe du 1 du o 12
o t N o . . . e Bs "I i = .
jest du, a wzgledne wydtuzenie ¢, w klenid(u promieniowym Fea + T - 5 0, (11.7)
& = du/4AB = du/dr. ' (11.3) . . _En . .
_ okre$lajace szpkana funkcje u(r). Je§li mianowicie wstawi€ g, wedlug wzoru (11.1), to

Z kolei okreslimy obraz naprezen dzialajacych na bokach wycigtego myéloYvo elemen- latwo sprawdzié, ze
tarnego klina cdef. Z racji osiowej symetrii katy w narozach tego klina zostaja po odksztat- Cy 1-v* ., 5

; ; ; . ok - u(r)=Cyr+ - pw*r, (11.8)
ceniu proste, a wiec na jego bokach nie ma naprezen stycznych, a tylko naprezenia not- r 8E

) Szczepblowa analize tych zagadniefi daje monografia J. Lipki, Wytrzymaloéé maszyn wirni- gdzie C, i C, sa bezwyguarquml statymi c_:a.lkowama,. ktdre okreslamy z dwéch warunkdw
kowych, Warszawa 1967, WNT. brzegowych. Zazwyczaj takimi warunkami jest zadanie, aby dla r = ai r = b same prze-
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mieszczenia badz okreSlone z (11.5) naprezenia o, przyjmowaly zadane wartosci. Szereg
takich przyktadéow podano w art. 11.2.

Na zakoficzenie warto podkresli¢, ze rozwiazane tu zagadnienie nalezy do statycznie
niewyznaczalnych, Wida¢ to chocby z jedynego bedacego do dyspozycji réwnania réwno-
wagi (11.6), w ktérym mamy dwa niewiadome naprezenia. Uzyta tu metoda rozwigzania
przypomina opisana w art. 10.1 metod¢ przemieszczen. W odréznieniu jednak od kon-
strukcji pretowej szukane tu przemieszczenie u nie dotyczy jednego wezla, jak na rys. 10.2,
lecz jest ciagla funkcja r. Ten ostatni fakt powoduje, ze wynik ma tu posta¢ réwnania
rézniczkowego (11.7), a nie algebraicznego, jak poprzednio.

Zadania

1. Wyznaczy¢é obciazenie gq,, S, 1 S, tarczy (rys. 11.2), jesli u (r) = 0,5 mm = uo = const, E =
= 2-10° MPa, » = 0,3, b = 2a = 40 cm.

Odp. Z r6éwnania (11.7) ¢, = Euo/r’(1—»?) i na przyklad dla r =30 cm jest ¢, =
= 2-10%1-0,5-10-3/0,302(1 —0,32) = 1,22-10° N/m?. Wartos¢ S, = (0,),-.. wedlug (11.5) jest S, =
= Ewugfa (1—»?) = 165 MPa. Podobnie S, = (0,)—s = 82,5 MPa.

2. Jaki jest fizyczny sens dwoch pierwszych skladnikoéw prawej strony réwnania (11.8)?

Odp. Jest to przemieszczenie u w niewirujacej tarczy (w = 0), obciazonej sitami powierzchnio-
wymi S, i S,.

3. Dwie tarcze geometrycznie podobne i z jednakowego materiatu, jedna dwa razy wigksza od dru-
giej, maja w odpowiadajacych sobie punktach jednakowe przemieszczenia 4. W ktérej z tarcz napreze-
nia sa wigksze i ile razy? ’

Odp. W mniejszej sa dwukrotnie wigksze.

11.2. Analiza naprezen i odksztalcen tarczy

Punktem wyjscia analizy jest zalezno$¢ (11.8). Wstawiajac jg do rownan (11.4) i (11.5)
otrzymujemy podstawowe wzory na napre¢Zenia

B, a? 1+3

o, = B, + —izi = %ng r?, (11.9a)
B, a? 3

i b B2 o

gdzie nowe stale B, i B, wiaza si¢ z poprzednimi

B, =EC,/(1—-v), B,=EC,/(1+v). (a)
Dla okres$lenia B, i B, wykorzystamy fakt, Zze na brzegach r = a 1 r = b napreZenie o,
musi byé réwne odpowiedniemu obciazeniu S, lub S, N/m?. Biorgc wigc w (11.9b) kolejno
r=aio, = S,orazr=>b1io, =S, mamy dwa réwnania, z ktérych rozwigzania

3 2 2] 2
B1=—ﬂ(1+a—)ap— b2a—a2 e L

8 b? b*—a T
3+v b? b? B,
B2 = 8 Op— bz_az Sa+ bz__az Sb5
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gdzie op = o(wbh)* = 0?2 jest znang z art. 2.3 warto$cia naprezenia obwodowego w cienkim

pierscieniu wirujacym z ta sama predkoscia v, jaka ma zewngtrzny brzeg tarczy.
Wykorzystujac znalezione B, i B, obliczamy z wzoréw (a) stale C, i C,, a nast¢pnie

z (11.8) wielko$é u(r). Szczegdlnie interesujace sa przemieszczenia na brzegach wynoszace

_ 34 opa 1—v a? S.a ( b*+a? S,a  2b?

(u)r=a_ 4 E (1 ey ?) — T(W +V) + T pZ el (11113)
_ 3+4v apb (1—v a? S,b 1 24> S,b / b2+a?

W =—7—"F (3+v M bZ) E (bz—aZ) E (1;2—a2 _V)‘ UL

Majac B, i B, otrzymujemy z wzoréw (11.9) o, i o, w funkcji r oraz parametréw op, S;i Sp.
Bezpieczefistwo tarczy oceniamy obliczajac w funkcji r naprezenia zredukowane z wzoru
(8.6a). Biorac ¢, = 0., 0, = gy, 03 = 0, mamy

Orea = y/02—0y0,+ 07 . (11.12)

Poniewaz dyskusja wynikow w ogolnej postaci jest nieprzejrzysta, rozdzielamy ogdlny
przypadek obcigzenia tarczy na trzy prostsze (rys. 11.3). Pierwszy odpowiada dziataniu

I zadanie sktadowe

ar |
| =1 ; Vi —=74
2
S, e Qp=0w°r Il zadanie sktadowe
Sp { | / Sb | Sb
<] —— = | =] = A | | =
q—igzq-- 14 zadalm'e sktadowe
- @2b S, —— | ] A
S| Sa

Rys. 11.3. Podzial zagadnienia ogdlnego na prostsze

tylko sit masowych g, = pw?r, a pozostale dziataniu tylko obciazen S,i S,. W pierwszym
z nich po uporzadkowaniu wzoréw (11.9) mamy

~ 34v 1+12_+ a_"’_ 1+3vr_2 _ 34y 1 a? az r?
G ""( BT T 34y bz)’ T "P(+F“‘7“F)’
(11.13)

ktérych przebieg podaje rys. 11.4. Wprowadzenie tu wartosci op, jako poréwnawczej,
ilustruje dcobitnie korzyS¢ zastosowania tarczy zamiast pierscienia w postaci pewnej nie-
pomijalnej (~ 16%;) redukcji o, 1 malej wartosci naprezen o,. Niebezpiecznym punktem
tarczy jest tu brzeg wewngtrzny, dla ktdrego

3+v 1—v a2 ’
(ared)max - (Gt)r=a - 4 (1 + 3 T F) Op. (b)

W szezegdlnym przypadku krazka bez otworu, gdy @ = 0, mamy z wzoréw (11.13) na-
pI¢zenia

_34v g 143 _34v o1 ;
% Sinag ""( 31y bZ)’ ""T""("bZ)‘ ©
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Ich przebieg (rys. 11.5) wskazuje na do$¢ znaczna tym razem redukcje naprezen w po-
réwnaniu z op. Niebezpiecznym punktem tarczy jest tu jej $rodek (r = 0), gdzie

(ared)max = (Ur)max = (at)max n (3 +V) O-P/g . (d)
A A
10r a=03b 1,0
~0,84 v=03 "‘0-33\? wptyw otworu a&b
I
I
%/ % ~0412 A £/
A OAr a0 R/ 105 0/
~0,20 0175 /O
© 0/ 0p ~0; i N L,
\‘\
0 ! 0
- P2 ————= an -47:(02!—-)-] ur
|
77777 A 7/ L S /mm
p2a—» fe————— . P2h — -
@2 b

Rys. 11.5. Przebieg o, i o, w tarczy pelnej (—)
i z malym otworem (— — —)

Rys. 11.4. Wynik rozwiazania pierwszego
zadania skladowego

Gdy w pelnej tarczy wywierci¢ maly otwor (@ & b), wowczas, jak widaé z rys. 11.5, prze-
bieg o, i 0, rézni si¢ znacznie od poprzedniego (wzory c) tylko w otoczeniu otworu, na-
tomiast dla r > 4a wzory (11.13) i (¢) daja praktycznie te same wyniki. Innymi stowy,
otwdr ten zaburza pierwotny rozktad ¢, i g,, powodujac lokalny spadek o, do zera i wzrost
g, do wartosci

o= (3+v)op/4,

czyli dwukrotnie wigkszej niz dla krazka pelnego. Temu lokalnemu zaburzeniu, tzw. kon-
centracji naprezer, odpowiada wzrost a4, 2 wigc szkodliwy dla nas spadek bezpieczenstwa.
Zbadajmy z kolei dzialanie samego obciazenia S, (rys. 11.3). Biorac we wzorach (11.10)

gp =0, S, = 0 mamy stale B, i B,, ktére wstawione z kolei do (11.9) daja

S, b? a? S, b? @”

gy = ——bzb—az (1+ —}‘_2_)‘ O, = bz__az (1_ r_2)' (11'14)
Przebieg tych naprezen (rys. 11.6) wskazuje, ze sa one wszedzie dodatnie (rozciaganie).
Ekstremalna warto§¢ o, = S, odpowiada r = b, natomiast ekstremalne o, sa dla r = a

(ar)max = (at)r=a = 2Sb b2/(b2 _a2) (C)
i sa jednocze$nie ekstremalng wartoscia o,.q. W szczegélnym przypadku krazka peinego,

gdy a = 0, mamy z (11.14)
o(r) = 6,(r) = S, = const. (f)

Podobnie mozemy zbadaé dzialanie samego obciaZenia S,, otrzymujac wartoscl o, 1 0,

2 b2 SaaZ b2
a,=—S“—"z(1+ ) gr=_—7(1——2), (11.15)

b?—-a r? b?—a r
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ktorych przebieg (rys. 11.7) wskazuje, Ze naprezenia o, sa tu wszedzie ujemne, a ich ekstre-
malna warto$¢ jest dla r = a

(0ekste = (0)raa = —Sa(b? +a?)[(b* —a?). (9]

Na tymze brzegu wystepuje ekstremalne 0., 0 wartosci, ktorg obliczymy z (11.12) wsta-
wiajac o, z wzoru (g) i g, = S,. W wyniku

(Jred)max ol Sa }/ﬁ4+a4 /(b2 _a2) ] (h)
~2,3t37 A a/b =04 A a/b=04
% /Sp / 2,0+ 0 10
~1,3:3 \ A 0/ Sa
10 dr/\sn
1,0 Y 0 l
/S
\
~0,38 ~1,38
T =101
S,
Re—— g o :
g‘f’; 7 2¢ e Sp ~——2r— 2
AL 7 7
’+¢2a “ S = R = 1/
?2b | — P20 ————
- @2b
Rys. 11.6. Wynik rozwiazania drugiego zadania Rys. 11.7. Wynik rozwigzania trzeciego
skladowego zadania skladowego

Na zakonczenie warto zauwazy¢, ze gdy a — b, czyli gdy tarcza staje si¢ cienkim
pierscieniem, wowczas wszystkie sformulowane tu zalezno$ci przechodza w znane z art. 2.3.
Dla przyktadu w zalezno$ciach (11.13), gdy a = r ~ b, wéwczas

3+v (3 143y
= e (3-

8 3—+v): op=¢v%, 0 =0,

P~

a wigc zgodne z wynikami art. 2.3.

Zadania

1. Osadzona na walku bez wcisku tarcza szlifierska (rys. 11.8) wiruje z n = 3000 obr/min. Okres-
li¢ jej wspoélczynnik bezpieczenstwa n,, jesli ¢ = 2,8 Mg/m?, » = 1/6, za§ R, = 12 MPa.

Odp. Z wzoru (d) Opax = 4,86 MPa i n, = R,/0max = 2,5.

2. Stalowa (¢ = 7,85 Mg/m?3, v = 0,3) tarcza wentylatora z przyspawanymi 40 promieniowymi
topatkami (rys. 11.9) wiruje z n = 3000 obr/min. Wyznaczy¢ przebieg o,(r) i o,(r) w tarczy. Masa kaz-
dej topatki m = 0,5 kg, a promien jej srodka ciezkosci rp = 0,46 m.

Rozwiazanie. Z racji duzej liczby lopatek przyjmujemy, ze ich dzialanie jest rozlozone réwno-
miernie na obwodzie zewnetrznym, wobec czego obciazenie S, jest:

Sy = 40mw?rof2w b & = 36,1:10° kgm/m?s? = 36,1 MPa.
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Wstawiajac teraz do (11.10): (a/b)* = 1,56:107%, op = p (wb)® = 123,9 MPa, (3+»)/8 =0,412,
1+434)/(3+v) = 0,576, Sa =0, S, = 36,1 MPa mamy B, i By, z (11.9) zas

o, = 89,0--88,2 (a/r)>—29,7 (r/b)> MPa,
o, = 89,0—88,2 (a/r)>—51,5 (r/b)> MPa.

Wrykresy o, i o, podaje rysunek. Wida¢, ze niebezpiecznym miejscem jest brzeg r = a, gdzie
(Gred)mﬂx = (Ut)r-n ~ 177 MPa.

topatka pe——rp=460 —T %
—— @2b=@800 —= |sC Z »
: % 7
1 7 Acy
] 00=@2 7 7
10 |  _I#00=02a Dl ] s{ i B
- = =i A
Sp ~177 } Sp aL 48 3l
~95 ~72 Z 7
g1 ~85 ! 64 o :
y !me‘m aE
g - [ A
7
Rys. 11.8. Rys. 11.9. Rys. 11.10.

3. Plastykowa (o = 1,3 Mg/m?, » = 0,37) tarcza wklejona na nieodksztatcalny w sto'sunku do niej
walek stalowy (rys. 11.10) wiruje z # = 3000 obr/min. Wyznaczy¢ o, i ¢; na wewngtrznym 1 zewnetrznym
promieniu tarczy. Zbadaé pewno$¢ polaczenia tarczy z walem, jesli wytrzymato$¢ tego ztacza na odry-
wanie R, = 15 MPa. . : -

Rozwiazanie. Na skutek sklejenia tarczy z walem w miejscu tym pojawia si¢ takie naprezenia S,,
ze wypadkowe przemieszczenie (u),—, = 0. Z wzoru (11.11a) mamy wigc

S,a [ b2+ a? 34y opa 1—v a* -0,
Wr-a = — =1 (—bz—_a—z—i—v)-i_ 4 E (1+ 3+v b2

skad, przy op = o (wb)? = 11,5 MPa, (a/b)*> = 2,78 102, mamy
S, ~ 6,8 MPa .
Dalsza cze$é zadania jest po prostu superpozycja wyrazen (11.13) 1 (11.15), z ktoérych
(00)r=a =~ 2,5 MPa, @)1=z = Sa, (O't)r—b ~ 2,0 MPa, (O'r)r=b =0.

Widaé¢ réwniez, ze zlacze jest dostatecznie pewne, bo R, > S,. Wspotczynnik bezpieczenstwa ny, =
~ 15/6,8 ~ 2,2.

=785 Mg /m® -

o= / ( gAbwzb .,5},5 .

?1700 = e ——— %

¥ *QJZS)PT Ab:135m214—-*—~ rpeb= 0'85m45;’4

. ] o = '

(=N & s - |
o = 5 Z |~ ﬁ Sy ‘ +‘§=1cm —'-'IWZ{IQO,ZSTH
e o ol - @25=170m ]

Aq e
on(r 7 .9 a!
e =40cm2 o
a,(r) 5 = Ag =0

Rys. 11.11. Analiza wirujacej tarczy wzmocnionej pierscieniami

4. Ziaczona z dwoma pierécieniami stalowa tarcza (rys. 11.11) wirujez n = ISOF) o’b‘r/rr’lin. Traktu-
jac pierécienie jako cienkie (art. 2.3) wyznaczy¢ o, i o, W tarczy oraz naprezenia w pierécieniach.

11.2. Analiza naprezenn 1 odksztalcen tarczy 315

Rozwiazanie. Rozdzielmy myslowo ustrdj na tarcze i pierscienie. Uwidocznione przy tym od-
dziatywania S, i S, sq takie, Ze w miejscach rozcigcia przemieszezenia (u),—a i (), tarczy sa odpowie-
dnio réwne przemieszczeniu u, piercienia zewnetrznego i u, wewnetrznego. Te ostatnie wedtug wzoru
(2.6) sa

— _ gpb®* _o(wb)?b S, b> ¢ (wa)?a + S, 6 a?
EA, E E4, * ° E EA, ’
albowiem obciazenia ¢, i g4 tych pierscieni na ich jednostke diugosci sa, jak widaé z rysunku, w przy-
blizeniu® réwne

@ ~0 A, 02 b—5,0, q.~pAd,0?*atS,0.

Z warunkow ciagtosci uy = ()b, Ua = (U)r=a, W ktOrych ()=, i (4),=» okreslone sa wzorami (11.11),
wynikaja dwa réwnania:

3+ a? 34 a?
a S_aaSa=_ (9 1__‘; Sp— aSa= — 0 1——,
Ya,b O —Ya, 4 P( bz) Yo,b Ob —Y¥s, 4 p( bz)
w ktorych op = o (wb)?, a bezwymiarowe wspolczynniki ¢ sa
_ b*+a? ad _2p® _ 2a* _ b*ta? bs
wa,a 'bz—_az— + Aa +'”, Wa,b b2 _‘ az‘ s q)b,a bz—az ’ Wb_b ﬁbz—az + ——Ab V.

Réwnania te przy podanych w zadaniu: (a/b)* = 2,16:10~2, ad/d, = 0,312, bd/d, = 4,722, op =
= 140 MPa, » = 0,3 maja posta¢

2,044 §,—1,656 S, = —113,0 MPa, 5,466 .5,—0,044 S, = 113,0 MPa.
Ich rozwigzanie S, = 95,0 MPa, S, = 21,4 MPa po wstawieniu do (11.10) i przejsciu do (11.9) daje
o; = 78,8—17,2 (afr)* 33,2 (r/b)> MPa, o, = 78,8417,2 (a/r)>*—57,7 (r/b)> MPa .

Orientacyjny przebieg o, i o, podany na rysunku wskazuje istotna zmiane w pracy tarczy wywolana
przez wzglednie sztywna piaste. W odroznieniu bowiem od rozkladéw o, i o, z rys. 11.4 i 11.6 mamy tu
w otoczeniu piasty zdecydowang przewage o, nad o;.

Naprezenia w pierScieniach obliczamy z wzoréw (2.5)

23
o = Db _ o Sbo 389 MPa, o, — 249 _ 5, @ , Saad _ 32,7 MPa.
Ay Ay A, b? A,
Sa one, jak wida¢, znacznie mniejsze od wartosci op, kt6ra by istniata w pierécieniu zewnetrznym, gdy
by byl on swobodny.

11.3. Przyblizone rozwiazanie tarcz
o zmiennej grubosci

Poniewaz wirniki maszyn maja na ogé! centralny otwér, wykonanie ich jako tarcze o 6 = const
ma racje bytu tylko wtedy, gdy predkos¢ obwodowa 7 = wb nie jest duza, np. 100 m/s. Jak bowiem
wynika z art. 11.2, panujace w takiej tarczy napreZenia sa rzedu 0,7 = 0,8 op. W nowoczesnych ma-
szynach (turbinach, sprezarkach), w ktorych o sa rzedu 200 + 350 m/s, a op = 0o rzedu 300 — 1000 MPa
(dla stali), konieczne jest uksztaltowanie tarczy, dajace znaczna redukcje naprezen w stosunku do op.
Takim rozwiazaniem sa tarcze o zmiennej grubosci, a mianowicie grubsze w srodku i $cieniajace sie
na zewnatrz (rys. 11.12).

Analizg takich tarcz sprowadzamy do badania zespotu tarcz o statej grubosci kazda, zastepujac
mozliwie wiernie rzeczywisty profil schodkowym, jak to pokazuje rysunek. Po wprowadzeniu oznaczen

() Pomija sig tu réznice miedzy ry, a wymiarami a lub b.
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(numeracja tarcz i ich gabarytowe wymiary) formutujemy warunek ciagtosci przemieszczen « na promie-
niu ry, tj. na zlaczu tarcz i oraz i+1. W tym celu wydzielamy myslowo te tarcze z zespolu ujawniajac
przy tym ich wzajemne oddziatywanie X, 4, X|, Xi;1 odniesione do jednostki dlugosci odpowiedniego

rzeczywisty Apmfi! tarczy [

T f;f#’%@,/;//‘; -

schema& zastepczy

2

A
Xc'ﬂnonm { ::&\\:% : E} °°°°°°>Xi+1
A
Rys. 11.12. Przyblizona analiza tarczy o zmiennej grubosci

okregu.” Odpowiadajace im obciazenia bocznych powierzchni tarcz przyjmujemy jako réwnomiernie
rozlozone, wobec czego dla tarczy i sa one

Xl—l/(Sl oraz X./ﬁ, s

a dla tarczy i+1 odpowiednio X;/6;+1 oraz X;1+1/0:+1. .
Okre$lmy teraz przemieszczenie (i), na zewngtrzmym obrzezu tarczy i. Wstawiajac we wzorze

(11.11b)
a=r—y, b=r, S=Xi1/0, S =X,[0;, op=0(0r)*,

. -
otrzymuj emy,_od razu

2
(u,)l—ilx' (’*2+ rios —v) P S A (—‘” T )] @

8, 2 & B2 4 34r

2
Fp—ri-1 ry—ri—a

Podobnie okreélamy przesunigcie (u,)i+1 wewnetrznego obrzeza tarczy i+1 wpisujac we wzorze (11.11a)
symbole
a=r, b=rir1, Si=X[01, Sh=Xi+1/0i+1, ap=0(0r+)*,

w wyniku czego mamy

2
(ers = 2 [Xeow 205 X (Fbr )} 340 g g,y AN
& 3+ Fita

2 2
E Or+1 Fie1— T 01+1 rH_,—rt

Piszac teraz warunek ciaglosci (u.), = ()+1 dochodzimy do roéwnania, wiazacego trzy kolejne mnie-
wiadome X,-1, X, Xi+1,
— 0 —1 Xy—g o0 Xy — 01,1401 Xi+1 = xi0 0': o*, (11.16a)

@) Dla przyktadu X,—, (N/m) jest oddziatywaniem migdzy tarczami i—1 oraz i, czyli na okregu
ri-1, X; (N/m) jest podobnym oddzialywaniem migdzy tarczami i oraz i+1 itd.
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w ktorym of = p (wR)? jest naprezeniem w cienkim pier§cieniu wirujacym z predkoscia 7 = R,
a bezwymiarowe wspoélczynniki

r 2 2 256
O -1 =_22§‘_—1:7_" T =7]‘_§é__|—__.§2"—1 _|_,,7 £I+1+§l Y (77!+1_77!);
El —51—1 El —El—l El+l
2 (11.16b)
Opi+1 = 2—7];“—5!?* sy Xg0= 31_” (512+1—512—1)
§l+1 _El
sa funkcjami bezwymiarowego promienia
& =nr/R (©)
oraz bezwymiarowej grubosci 7, = 6*/8,, gdzie 6* dowolna warto$¢ stata, np. grubo$¢ J, tarczy zew-

ngtrznej.

Po ulozeniu réwnan (11.16) dla wszystkich miejsc zlaczenia tarcz, tj. dla i = 1, ..., k—1, otrzy-
mujemy dostateczna liczbe rownan do okreélenia (k—1) niewiadomych. W pierwszym z tych réwnaf,
dla i = 1, mamy X;-; = X, = 0, gdyz na otwér centralny nie dziala zadne obciazenie. W ostatnim
zréwnan, dlai = k—1, mamy badz X,1; =X, = 0, gdy brzeg ten (r;+; = R) jest swobodny, badz
okreslona z géry warto§é X, wynikajaca z istnienia nabudowanych na tarczy elementdéw, np. lopatek
(zadanie 2 art. 11.2).

Po wyznaczeniu warto$ci X obliczamy naprezenia o; i 0, ze wzoréw podanych w art. 11.2. Z uwagi
na przyblizony charakter przedstawionej tu metody obliczenie to ograniczamy do jednego tylko punktu
w kazdej z tarcz. Dla ulatwienia rachunkéw, jako taki punkt obieramy $redni geometryczny promien

Fi = ]/;1—1 e, (@

dla ktérego wypadkowe napre¢zenia o, i o, sa

0y = O'; [El -4 = 3—}-1! &i— 51—1)2] +

X & —Xi-1 &4
Si(6i—&i—y)
3+» X &4+ Xi—y §1-

S I LTS Y
L e SN E g

(11.17)

Powyzsze wartosci przyjmujemy jako rzedne wykreséw o,(r) i o.(r) w rzeczywistej tarczy. Dokladnosé
tak obliczonych wynikéw w poréwnaniu z rozwiazaniami scistymi jest zadowalajaca (blad 5%), jesli
tylko liczba zastgpczych tarcz nie jest zbyt mata, np. 6. Nadmierne jednak powiekszanie liczby
tarcz (powyzej 10) nie jest wskazane z racji rosnacych miedoktadno$ci rachunkowych.

Opisana metoda umozliwia kontrolg bezpieczefistwa tarczy o danych z gory wymiarach. Zagadnie-
niem odrgbnym jest ksztaltowanie tarcz przez taki dobér grubosci 6 (r), aby pewna wielkosé, np.
o,, byla zadana z goéry funkcja r. Jednym z taklch zadan jest uksztaltowanie zarczy réwnomiernej wytrzy-
malos$ci, w ktorej zadamy, aby bylo

Oreq = Gr(r) = 0Oy (r) = const = k,. I

a plerscien |
pierscien | A > EE — l
R gw’ApR = kp —i—
] Ug #2R
=
ovr =kf‘ S =

= tarcza

Rys. 11.13. Tarcza réwnomiernej wytrzymatos$ci
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Rozwiazanie tego zadania daje w wyniku tarcze pelna, tj. nie majaca centralnego otworu (rys. 11.13),
ktoérej grubosé
—(a*/2k )e?
6, =00 P, (11.18)
gdzie 6, — grubos§é tarczy w $rodku (r = 0), & = r/R — bezwymiarowy promiefi, a 6} = p (wWR)? —
— naprezenie w cienkim pierscieniu wirujacym z ta sama predkoscia co i tarcza. Istniejacy na obrze-
Zu tarczy pierécien przejmuje jej promieniowe oddzialywanie o natgZeniu o, 6r = k. 6r na jednostke
dlugosci obwodu, wobec czego wypadkowe naprgzenie o, jest w nim zgodnie z wzorem (2.5)
(@w*RA,—k, Sg)R  _ s Ry

A, A,

(e)

Gy =

i wywoluje zwigkszenie jego promienia (wzér 2.6) o
AR = sR = o, R/E. (f)

To z wiekszenie jest z kolei rOwne przemieszczeniu ug, ktore najlatwiej obliczyé z (11.2) wstawiajac
& = (0,—va,)/E = k,(1—»)/E, oraz r = R, wobec czego

ug = kr RQ—v)/E. ()
Z warunku ug = AR przy wykorzystaniu (¢) mamy wynik
Rog 'u':
S B
4, T v (11.19)

wiazacy ze soba pole przekroju A4, pierscienia z gruboscia dg na obrzezu tarczy, tj. gdy r = R,a & = 1.
Wynik powyzszy mozna wykorzysta¢ do doboru jednego z tych parametrow.

Zadania

1. Wyznaczyé rozklad o, i o, w stalowej (o = 7,85 Mg/m?>, » = 0,3) tarczy (rys. 11.14) majacej
125 topatek, kazda o masie 0,284 kg i wirujacej z » = 3000 obr/min. Srodek cigzkosci topatek ma pro-
mien 0,86 m.

Rozwiazanie. Rozpoczynamy od ustalenia wymiarow tarczy zastgpczej, jak pokazuje rysunek.
Pierscienn zewngtrzny o polu A4 = 19 cm? zastepujemy rowniez tarcza o zastepczej grubosci

86 = Al(re—rs) = 19/4 = 4,75 cm .

: | :
- r 8, : £ g2 E24 82,
-102 -10? -10°
mm mm |
1 2 3 4 | 5 6 | 7
~ T v it : =
0 175 0,219 | 4,80 |
1 300 170 0,375 14,06 | 9,26 18,86 |
2 375 110 0,469 21,20 714 | 3526
=— = =
3 450 70 0,562 31,58 10,38 52,78
4 605 43,8 0156 | snis | 2557 | 883
: c Eee—— 1 |
5 760 ] 31,2 0950 | 9025 33,10 147,40
6 800 l 41,5 1,000 | 100,00 9,75 190,25
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r
F 80 4 X5=120-105N/m m
I
1 ) A 08 a
25 f - N
sH o 65=312 i \\
50 4 06
41 54=43,8 E‘
y %4 & an
[=] e = o T -4
e og % ‘/. Gg=10 T E?\J? C.? e
7% S8 207 o=mof |8 & 7 // 8- a
1307 8| G2 1e2iel g -4,
27 A ! %f > + 85‘5 lLﬁ? 02_'—,‘7‘”
=¥ i LA ! =
17 | g3 B S fb
T ™ B A [}
EHT| | Lilsl
| 0 50 100 150 200 MPa’

Rys. 11.14. Przyklad analizy tarczy o zmiennej grubosci

Ponadto dziatanie lopatek zast¢pujemy obciazeniem X (N/m), ktore okre§lamy jak w zadaniu 2 art. 11.2
otrzymujac

X = 0,284 (%-3000/30)%-0,86-125/2x-0,8 = 1,20-10° N/m .

Dalsze rachunki ujmujemy w tablicy. Biorac bezwyniiarowy promiet & = r;/re, obliczamy w kolum-
nach 5 + 7 wartosci pomocnicze &7, £&2—&2 | oraz & +&; ,. W kolumnie 8 okreslamy parametr 5, =
= 0%/d; biorac 6* = §s = 31,2 mm. Z tych danych obliczamy &, ,—; (kolumna 9) i podobnie %y 41
oraz &; o (kolumny 13 i 14). Aby wyznaczy¢ «, ;, okreslamy naprzéd wielkosci podane w kolumnach
10 i 11, a nastgpnie sumujemy kolejne dwa wiersze kolumny 10 z odpowiednim wyrazem kolumny 11,
np.

o33 = (2,263+-2,472)4-0,080 = 4,815 .

Biorac teraz z tablicy te wspolezynniki « oraz o = g (wre)? = 496-10° N/m? i 6* = 3,12.10-2 otrzy-
mujemy uklad réwnan (11.16)

2 2, 2
8 ___ 9 [ 10 11 12 [ 13 14
|
} 0,1836 0,1904 i 0,374 0,036_ 1,804 1,685 13,52
_-0,;_836 1,116 1,400 - 0_,048 ) 3,711_ 5, 2,710 14,45
N 0,4455 T 1_,820 2,263 0,080 4,815 i 3,160 29,67
0,712 1,758 3 2,47; I 0,086 7,013 5,452 i 48_,40—
—1,000' 3,453 4,455 —0,102_ 17,168 2 13,485 35,34
0,657 1;,8_15 |
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1,804 X, —1,685X, = 2,092-10°,
—1,116 X,+3,711 X, —2,710 X5 = 2,237-10°,
—1,820 X,+4,815X5—3,160X, = 4,591-10°,
—1,758 X3+7,013X,—5452 X5 = 7,495-10°,

—3,453 X,+17,168 Xs—13,485-1,20-10° = 5,478 -10°,

przy czym w pierwszym rownaniu X, = 0, a w ostatnim X¢ jest znane, Obliczone stad niewiadome
(w MN/m)

X, =927, X,=28,68, X,=723, X,=458 X;=218, X¢=120

podstawiamy do wzoréw (11.17) otrzymujac o, i o,, na przyklad w tarczy 4, gdy &, = 0,756, &3 = 0,562
E.—&; = 0,194, mamy

o = 496 (0,562-0,756+ % 0,1942) +

4,58-0,756—7,23-0,562 147 MPa ,
43,8:10-2-0,194

o, = 496+ 33 01042  H58-0.756+7.23:0,562 135 \py
8 43,8:10-2-(0,756+0,562)

przy czym wartosci te odpowiadaja promieniowi 74 = }/ 0,45-0,605 ~ 0,52 m. Obliczone w ten spos6b
wartosci daja w wyniku wykresy g, i o; podane na rysunku. Wykresy te uzupelniono dodatkowo rzed-
nymi o, i ¢, dla r = ro, obliczonymi z wzoréw art. 11.2. Dla tarczy 6, rozniacej si¢ znacznie swa budo-
wa od pozostatych tarcz, wartosci o, obliczone z wzoréw (11.17) maja jedynie charakter bardzo przy-
blizonej informacji.

Jak widaé, niebezpiecznym miejscem w tarczy jest jej brzeg wewnetrzny, gdzie Orea = (0)maz =
x~ 225 MPa, Warto$¢ ta jest przeszto dwukrotnie mniejsza niz 0': = 496 MPa i tym wiasnie wyraza si¢
korzy$é zastosowania tarczy.

2. Na powierzchnie otworu niewirujacej tarczy (rys. 11.14) dziala promieniowy nacisk po =
= —20 MPa. Wykorzystujac rozwiazanie zadania 1 obliczy¢ o, i o, w tarczy.

Od p. Poniewaz @ = 0, zatem w ukladzie réwnat wyrazy wolne oraz X sa réwne zeru, natomiast
w réownaniu pierwszym dochodzi po lewej stronie Xo = po §; = —3,4-10° N/m ze wspétczynnikiem
0,1904 wzigtym z tablicy. Uklad réwnan ma teraz postac

—0,1904-(—3,4-10°)+1,804 X; — 1,658 X, = 0, Al s
—1,116 X,+3,711 X,—2,710X5 =0,

—3,453X,+17,168 X5 =0,

skad: X, = 0,616, X, — - 0,284, X, = 0,135, X, = —0,040, Xs = —0,008 (w MN/m). Reszta
obliczen jak poprzednio.

3. Stalowy pierécien (¢ = 7,85 Mg/m3, » = 0,3) o $rednicy 2R = 50 cm i polu przekroju A, =
= 8 cm? wiruje z # = 12 000 obr/min. Dobraé grubosci d, tarczy réwnomiernej wytrzymatosci wzma-
cniajacej ten pierscien, jesli dopuszczalne naprezenia k, = 300 MPa. Jakie jest wtedy naprezenie w pier-
$cieniu?

Odp. Wartoé¢ o} = p (wR)* = 773 MPa; z wzoru (11.19) mamy 6z = 0,60 cm, a z wzoru (11.18):

*
0o = 6z e("P’z"') = 2,18 cm. Napre¢zenie w pierscieniu 0 = k(1 —v) = 210 MPa.
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11.4. GruboScienne rury przy dzialaniu ciSnienia

Najprostszym zagadnieniem tego rodzaju jest wspomniane na poczatku rozdziatu
zadanie Lamégo (rys. 11.1b). Jego rozwiazanie wynika z ogdlnych zaleznosci (11.9) i (11.10).
Aby to udowodnié, rozwazmy wycigty myslowo z rury plasterek o jednostkowej grubosci

Rys. 11.15. Rozwiazanie zadania Lamégo

(rys. 11.15a). Traktujac go jak niewirujaca (w = 0) tarcze, ktérej obciazenie brzegowe
(N/m?) stanowia
Sa = —Da Sb = — Db (a)

obliczmy z wzoréw (11.10) stale B, i B,, a nastepnie z wzoréw (11.9) wartoscei napreZen o,
i 0,. Otrzymane stad zaleznosci

" pﬂﬂz —b_’_’_ pb b2 »ﬁ
fc= 1‘-2—_“_2_ (1 + 72 ) B2 —a? (1 + 2 ) s (11203)
_ Pa a? P b_z Ps bz__ B a_z ‘
0'.- o b"!.:t?z- (1 ;~2 ) i b2 ___2-12 (1 rz ) > (11.20b)

nazywamy wzorami Lamégo. Odpowiadajaca tym gléwnym naprezeniom zmiang jednostko-
wej gruboscei plasterka okreslimy z wzoru (7.14). Oznaczajac t¢ zmiang jako &3, a napre-
zenia gldwne o, = 0,, 0, = g, i 63 = 0, mamy wtedy

2v 14 bz_paa2

B g = const. (b)

g3 = — %(0,+a,) =
Tak wigc badany plasterek zostaje plaski i pasuje do analogicznych plasterkéw sasiednich.
Oznacza to, ze dzialanie o, i 6, okreslonych z (11.20) daje nie tylko ciagto$é odksztalcenn
iréwnowage w plaszczyznie plasterka, lecz takze ciaglosé odksztalcens w kierunku osi rury.
Spetnienie tego ostatniego warunku jest réwnoznaczne z tym, ze wynik (11.20) jest praw-
dziwy.
Analiza wzoréw Lamégo rézni si¢ od podanej w art. 11.2 (rys. 11.6 i 11.7) jedynie
zmiang oznaczen i znakdw. I tak przy dziataniu ci$nienia wewngtrznego (rys. 11.15b)
naprezenia o, sa wszedzie ujemne, a ¢, wszedzie dodatnie. Maksymalne napreZenie zre-

21 Wytrzymato§é materiatow
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—— = =

dukowane wystgpuje na powierzchni otworu (r = a) i wedlug wzoru (h) art. 11.2 jest
|O-red‘max = Pa }/3bT+_a4/(b2 _a2)_ (C)

{ - . . ]
Jesli przy p, = const zwigkszamy grubos¢ rury, to naprezenia oy 1 Greq maleja, jednakze
nie spadaja do zera. Rozpatrzmy mianowicie przypadek, gdy b — oo, wtedy z wzoréw (11.20)

Oy = Pa a2/r2’ O, = _paaZ/r2 0 (d)

Tak wicc w cylindrze z nieskoriczenie gruba $cianka naprezenia obwodowe i promieniowe
maja te same bezwzgledne wartosdci (rys. 11.16a) i sa odwrotnie proporcjonalne do kwadraty

Rys. 11.16. Analiza rury o nieskonczonej grubosci

promienia r. Dla punktéw, w ktérych r > 4a, naprezenia o, i o, nie przekraczajq 6%
wartosci maksymalnych. Jesli zatem zadowoli¢ si¢ taka doktadnodcia, to' rure, w ktdrej
b = 4a, mozna traktowaé jako majaca nieskoniczenie gruba $cianke. Ksztalt konturu
zewnetrznego jest przy tym nieistotny, jesli tylko wszystkie jego punkty leza od Srodka
dalej niz 4a. Wynika stad, ze analiza cial pryzmatycznych, jak na rys. 11.16b, sprowadza
si¢ do schematu rury o nieskoriczenie grubej $ciance, przy czym wedlug wzoru (c)

Grea = pa ]/3 o (e)

Podobnie wykorzystujemy informacje z rys. 11.6 w przypadku dziatania zewngtrznego
ci$nienia p, (rys. 11.15¢). Gdy rura staje si¢ pelnym walkiem, wtedy zgodnie z (11.20)
6, = 0, =const = —p,. )

Podane rozwiazanie (11.20) jest stuszne, gdy w przekroju poprzecznym rury nie ma na-
prezen wzdtuznych, jak w cylindrze prasy (rys. 11.17a), w ktérym cisnienie p, na dno

Db

~ {
Rys. 11.17. Dwa przypadki pracy rury grubosciennej
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rownowazy si¢ z reakcja podioza. W przypadku gruboéciennego zbiornika (rys. 11.17b)
niezaleznie od o, i g, pojawiaja si¢ naprezenia o5, Jesli przy tym dlugos$é rury > b, to
rozklad ¢; mozna przyja¢ rownomierny i wtedy z warunkl/l réwnowagi

uy Pa a2 _pbb2

ma’p,—mb?p
g PP, © (®

03 =
1t b2 —m a?

Istnienie 05 ma wplyw na naprezenia zredukowane, ktére tym razem obliczamy z ogélnego
wzoru (8.6a), biorac o, = 0,, 6, = 0, i 05 z wzoru (g). Niebezpiecznym miejscem jest
z reguly wewnetrzna powierzchnia (r = g) zbiornika, dla ktérej
(ared)r=a =|pa_pblb2 }/3 /(b2_a2). (h)
Gdy grubo$¢ Scianki jest duza i b > 4a, wéwczas jak widaé, wyniki (c) i (h) sa z techniczna
dokfadnoscia jednakowe. -
Wplyw naprezen o5 uwidacznia si¢ réwniez w odksztalceniach rury. O ile w przypadku
o3 = 0 interesujace nas przemieszczenia (#),—, i (4),=, obliczamy z (11.11), biorac w = 0

oraz S, = —p,, S, = —py, to gdy g3 # 0 dochodzi, jak przy prostym rc_)zciqganiu, prze-

mieszczenie % = —vra,/E, wobec czego wypadkowe u dla r =air=0>5 s3
_ paa [(b*+a? ppa  2b* g5 a .
W)pms = 22 (bz—az + ) Bl o v 2l (11.21a)
Pa b 2a2 _ ppb (b +a* voyb
() e = L= 2. (bz—a% - )— 2. (11.21b)

Jak wynika z wzoru (e), zwigkszenie gruboéci §cianki rury nie daje zadnego efektu,
w sensie zwigkszenia bezpieczeristwa, gdy

/ Da > Dgraniczne = kr/ﬁ, (1)

gdzie k., — dopuszczalne dla danego materiatu naprezenie przy rozciaganiu. Dla opano-
wania zatem bardzo wysokich ci$nieni, np. 500 MPa (~ 5000 kG/cm?) musimy stosowaé
bardzo dobre materiaty, badZ znaleZ¢ inne rozwiazanie konstrukcyjne.

Jednym z takich rozwiazan jest rura wielowarstwowa otrzymana przez ztozenie z weiskiem
dwu lub wigcej rur (rys. 11.18). W stanie naturalnym rura wewnetrzna ma zewnetrzny
promiefi ¢+ A4, czyli o A wigkszy niz wewngtrzny promiefi rury zewnegtrznej. Sam proces
zlozenia jest réwnoznaczny z wywarciem nacisku p. na rure wewnetrzng i takiegoZ nacisku

bhac? |
Pe B=c2 R

Rys. 11.18. Analiza naprezed wlasnych w rurze dwuwarstwowej

21+
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rozpychajacego rure zewngtrzna. Jego warto$¢ obliczymy z warunku, ze Zmienione istnie-
niem p, nowe promienie, tj. zewngtrzny rury wewnetrznej i wewnetrzny rury zewngtrznej,
sa rowne. Te nowe promienie okre$limy z wzordw (11.21) uwzgledniajac jedynie zmiang
oznaczen i pomijajac wptyw napr¢zen wzdiuznych o;. 1 tak dla rury wewngtrznej, w ktorej
wedtug rys. 11.18 mamy p, = 0, p, = p., a symbol b zamieniamy na ¢, nowy promien
zewnetrzny przy uwzglednieniu wzoru (11.21b) jest

2 2
c+A+(l!)r=c=C+A—&c—(c Ras v). 0)

E \c2—a?

Podobnie dla rury zewngtrznej przy utozsamieniu oznaczen ¢ z a i p, Z p, mamy z wzoru
(11.21a) przy p, = 0

. o bZ 2
e (o = e+ L7 (bz—J_riz +v) (1)

i z poréwnania wyrazen (j) oraz (k) otrzymujemy

_EA (B*1c?) (¢P—a?)
Pe =53 b —a? . (11.22)

Majac warto$é p, i wykorzystujac informacje z rys. 11.15 mozemy okredli¢ w kazdej z rur
przebieg o, i o,, jak pokazano szkicowo na rys. 11.18. NapreZenia te istnieja niezaleznie
od obcigZenia rury jako calosci, sa to wigc znane z art. 10.8 naprezenia wiasne. Jesli teraz
na ztozona juz rure dwuwarstwowa dziala cinienie p, (rys. 11.19a), to wykres wypadko-

0},0}-1

a) b) ;

@),
(Q)catkawfte N <
i -T
W | @
p
L L]

i

b

Fd
(Up)ea?ko wite
(O'?‘)pc

\\‘/b’,

Rys. 11.19. Catkowite naprezenia o, i o, W rurze dwuwarstwowej

-

wych o, 1 6, jest superpozycja naprezen wlasnych i naprezen wywotanych ciSnieniem pa
w rurze jednolitej (rys. 11.19b). Jest rzecza jasna, ze przez stosowny dobdr wecisku 4
i wymiaru ¢ mozna regulowaé przebieg o, i g,. Optymalny dobdr jest taki, przy ktérym
ckstremalne naprezenia zredukowane w obydwdéch rurach sa réwne, a jednoczesnie mozliwie
najmniejsze (zadanie 3).
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Zadania

1. Dobra¢ grubos¢ $cianki zbiornika (rys. 11.17b) o Srednicy wewngtrznej 50 cm pracujacego
z dwukrotnym zapasem bezpieczenstwa na wewngtrzne cisnienie p, = 49 MPa (~ 500 kG/cm?), jesli
R. = 400 MPa. Okresli¢ wartosci naprezen o,, 0, 1 @3 na wewnetrznej i zewnetrznej powierzchni zbior-
nika.

Odp. Wstawiajac do (h) 0.y = Re/n. = 200 MPa, p, = 49 MPa, p, = 0 otrzymujemy (a/b)? =
=1—(pa Vg/k,) = 0,575, skad b = 32,5 cm. Z wzorow (11.20) i (g) dla r = a jest o, = —49 MPa,
o, = 165 MPa, g3 — 36 MPa, a dla r = b jest 6, =0, 0, = 72 MPa, 03 = 36 MPa.

2. Okreslié wspolczynnik bezpieczenistwa zbiornika z zadania 1 stosujac hipoteze maksymalnego
naprg¢zenia stycznego.

Odp. Dla r = @, Orea = 2Tmax = 165—(—49) = 216 MPa i n. = R./0eq = 1,85.

3. Stosujac dla prostoty rozwazan hipotez¢ Tma.. okreli¢ optymalne parametry A4 1 ¢ rury dwu-
warstwowej (rys. 11.19), jesli @ = 40 cm, b = 60 cm, a p, = 98 MPa (~ 1000 kG/cm?).

Rozwiazanie. Niezbedna warto$¢ wstepnego nacisku p. okreslimy z warunku rownosci ekstre-
malnych naprezen zredukowanych w obydwéch rurach. Dla rury wewngtrznej, gdy r = a, mamy
2

b*+a? 2¢? a
a b —a? = p G3 ~= Dg b2 —q? * Gr = —Pa,

G, = P

wobec czego wedlug hipotezy Tmax

b2 +a* 22

Oreq = 2 Tmax = O¢— 0, = Pa -b2~a2 —Pe Pl T Das (O‘)
Podobnie dla rury zewnetrznej mamy dla r = ¢
B a? b2 b2 2 i a? js Pa @° b2
Or = Pa b2 — a2 (1+_é2_) TP b2—c2 ’ 03 "“.fpa?'——az s G'r—_’—_bz_a2 ?—‘1 —Pe
ckstremalne naprezenia zredukowane
2p, a?b? 2b2
= gm0 AV
Oreq = (o] O, = (bzfﬂz) 02 T e b2 CZ o (ﬁ)
Porownujac wyrazenia () i (8) mamy réwnanie okreslajace p.:
bl CZ 2 b2 CZ ;az
p”(bz_cz i B P _p"7 b2 a2’ o

Wstawiajac stad wartosé p. do réwnania («) mamy réwniez

2b%c?
iy . 3
p bZ(CZ_a2)+CZ(b2_CZ) ( )

Trea

Latwo sprawdzié, ze dla c,p = ]/nb wartos$¢ 0. ma minimum

(O'I'Cd)mln = Pa b/(b_a) 3 (E)
a odpowiadajaca temu wartos¢ (po)eps Obliczona z réwnania (y) )
(Popt = Palb—a)[2 (b+a) . ®

Przy podanych wartosciach liczbowych mamy wiec
Copt = 49,0 cm,  (Ored)min = 296 MPa, (P)ope = 9,8 MPa ~ 100 kG/em?.

Wstawiajac znaleziona warto$é (poep do wzoru (11.22) i biorac E = 2:10° MPa mamy optymalna
warto$¢ weisku 4,,, jako

Aope = poV/ abjE = 0,240 mm

niezbedna do wytworzenia wstgpnego nacisku (pc)ept
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4. Biorac wyniki zadania 3 okresli¢ zmniejszenie 6,.q wynikajace z zastosowania rury dwuwarstwowej
W poréwnaniu z jednolita o tych samych a i b. Czy hipotezy tn.x i Hubera daja te sama oceneg?
) Rozwiazanie. Dla rury jednolitej, gdy p. = 0, z wzort (&) (Gceq)rura Jednollia = 2Pq b?[(b* —a?)
1 biorac stosunek (0;cq)min do wartosci powyzszej mamy

(Ured)min/(gred)rura jednolita — (b+”)/2b . (60+40)/2 60 = 0,833 .

Wynik ten stanowi odpowiedz wedlug hipotezy 7m,,. Wedlug hipotezy Hubera analogiczny wynik
dla r = a jest

(Greadrura warstwowa /(0cea) rura seanoriia = V'b*-Fbata® [b)/3 =0,839.
Jak widac¢, roznice oceny sa bez znaczenia. Istotniejsza réznica wystgpuje w ocenie samej wartosci o,eq.
Biorgc mianowicie z zadania 3 warto$¢ p. i ¢ = l/a_b mamy dla r = a
61 =0, =paalflb—a), 0,=0,= —p,, 03=~p,a*/(b*—a?);
otrzymujemy z wzoru (8.6a) dla rury dwuwarstwowej
(Orea)uuner = Pa b Vb2 +bata? [(b2— a?)
i dla danych jak w zadaniu 3 jest (0ieq)uuver = 256 MPa, a wiec o ~159% mniej niz poprzednio.

12 PLYTY | OSIOWOSYMETRYCZNE
POWLOKI

Pod nazwa plyt i powlok rozumiemy z reguly cienkoécienne ustroje, w ktorych jeden
wymiar, tj. gruboéé &, jest maly w pordwnaniu z dwoma pozostatymi. Geometrig tych
ustrojéw ustalamy podajac ksztalt tzw. powierzchni Srodkowej biegnace] w jednakowej
odleglosci od powierzchni zewnetrznych. Gdy powierzchnia $rodkowa jest zakrzywiona
(kula, paraboloida, stozek itp.), ustréj nazywamy powloka (rys. 12.1a), gdy jest ona plasz-

a)

ptaszezyzna Srodkowa

powierzchnia

" powierzohnia.._
zewnglrzna W brzegowa
“powierzchnia #
srodkowa

Rys. 12.1. Geometryczny opis powlok i plyt

czyzna, ustréj jest plyta (rys. 12.1b). Uzupelnienie opisu stanowi okreslenie na powierzchni
srodkowej ksztaltu konturu (brzegu) ograniczajacego plyte lub powloke. Zaleznie przy
tym od ksztaltu brzegu dana powloka, np. kulista, moze by¢ czasza, odcinkiem lub peing
kula. Podobnie plyta, zaleznie od ksztattu brzegu, moze by¢ prostokatna, kotowa® itp.
Same powierzchnie brzegowe wycinajace kontur na powierzchni lub plaszczyznie srodkowej
przyjmujemy jako prostopadie do tej powierzchni lub plaszczyzny. Ostatnia wreszcie
informacija jest okreslenie grubosci, ktéra moze byé zmienna lub stata. Ten ostatni wariant
jest najczesciej spotykany.

Analiza wytrzymatosciowa plyt i powlok ma duZe znaczenie praktyczne, gdyz do tego
schematu sprowadzaja si¢ najréznorodniejsze clementy maszyn. Technicznymi przykia-
dami ptyt sa rézne tloki, ptaskie dna lub $ciany zbiornikéw obcigzone z reguly prostopadle
do plaszczyzny $rodkowej. Schematem powlok objete sa plaszcze zbiornikéw, kottow,

() W tej nomenklaturze opisane w rozdz. 11 tarcze sa ptytami obcigzonymi w swej ptaszczyZnie.
Uzycie stowa tarcza daje wigc zwigzta informacje o ksztalcie ustroju i jego obciazeniu.
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12.1. Osiowosymetryczne zgiccie plyty kotowej
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korpusy turbin, a takze poszycia okretow, wagondw, samolotéw itp. Dosé czgsto ustroje
te maja osiowa symetri¢ ksztaltu i obciazenia i wtedy analiza jest prosta. Ten ostatni
fakt jest powodem ograniczenia si¢ w wytrzymatosci materialéw do analizy takich wla$nie

leglych do powierzchni Srodkowej w kierunku prostopadlym do tej powierzchni sq pomijalne.
Sens tych hipotez podaje rys. 12.3a bedacy powigkszonym z rys. 12.2 fragmentem pro-
mieniowego przekroju OD plyty przed i po odksztatceniu. I tak wedtug I hipotezy prosta DE,

ustrojéw. - prostopadia przed odksztatceniem do plaszczyzny srodkowej OD, zajmuje po odksztalceniu
b) % d.+dd,
. Q.0 q a . 1
12.1. Osiowosymetryczne zgiecie plyty kolowej ) . stan po zgigeiu -‘*dz
[ powierzchnig =
Rozwazmy kolowa plyte o stalej grubosci 6 obciazona osiowosymetrycznie ci$nieniem Srodkowa S
p N/m? i sitami brzegowymi o natezeniu t,, t, N/m. ObcigZenia te sg prostopadle do ENL = v‘zg_;;/ dﬁ‘w
plaszczyzny plyty (rys. 12.2). Jak uczy doswiadczenie, ptyta ulegnie zgigciu, przy ktérym s Z/ggz%a
powierzchnia Srodkowa 3 4 .Stan poczg tkowy
'} Tty E — 7‘_1__
T }’xﬂ “warstwa badana
ty ©Q ey
Y Ly plaszezyzna
0 0 _¥_ srodkowa ~
IR Oley Nl
’_{, plaszezyzna ~~~_JF ghive:
__________ = Srodfowa ~ K TTm—————=

Rys. 12.3. Obraz przemieszczer 1 naprezen w warstwie plyty

polozenie D'E’ i w punkcie D’ jest prostopadta do vpowierzchni srodkowej. Ponadto
zgodnie z I7 hipoteza dlugos¢ DE = z zostaje nie zmieniona, czyli ze DE = D'E’. Z obrazu

Rys. 12.2. Obraz obciazeri i ugieé plyty kolowe; tego wida¢, ze ugiecie ptyty powoduje promieniowe przesuniecie . punktu E badanej
warstwy, przy czym

plaszczyzna $rodkowa zamienia si¢ w lekko zakrzywiona powierzchnie. Z racji osiowej u; = —ED'sind~ —zf ~ —zdw/dr, (@)

symetrii i ksztaltu, i obcigZzenia ptyty powierzchnia ta jest tez osiowosymetryczna (obro- gdzie & ~ dw/dr — tzw. kqt ugiecia plyty.

towa), a jej rzedne w (ugigcia) s funkcja jedynie promienia r. Z racji osiowej symetrii, to samo przesunigcie 1. maja wszystkic punkty badanej
Punktem wyjscia analizy jest zalozenie, Ze ugigcie w(r) jest male nawet w poréwnaniu warstwy lezace na okregu o promieniu r. Jesli wigc odizolowaé te warstwe (rys. 12.3b),

z gruboscig 6. Oznacza to, ze z dokladnos$cia do malych wyzszego rzgdu przemieszczenia to obraz odksztalceri w jej plaszczyznie jest taki sam jak dla tarczy (rys. 11.2). Wynika

AA’, BB, CC' punktéw A, B, C ptaszczyzny §rodkowej sa do niej prostopadte, a dlugosci stad identyczno$¢ obrazu naprezen, na ktdry sktadaja si¢ naprezenia obwodowe o, 1 pro-

elementéw AB, AC nie zmienie&jac si¢, czyli AB = A'B', AC = A'C’. Ponadto jest oczy- mieniowe o,. Ich wartosci otrzymujemy od razu z wzordw (11.4) i (11.5) wstawiajac okre-

wiste, ze kat prosty BAC zostaje katem prostym B'A'C’. Innymi stowy zaloZenie, Ze slone powyzej . zamiast u, w wyniku czego

w < 0, oznacza, ze plaszczyzna Srodkowa zamienia sig w powierzchnie Srodkowq bez zmiany _E 6 do

diugosci elementéw i kqtow miedzy nimi. W takim ujeciu plaszczyzna srodkowa ma w plycie LSty s (,_ I VF) > (12.1)

te sama rolg, jaka przy zgigciu belek speilnia warstwa obojgtna. Migdzy innymi jest ona

baza, od ktérej okreslamy polozenie warstw plyty réwnoleglych do ptaszezyzny srodkowe;j. o, = I—_EZZ (? 119_) , (12.2)
Nastgpnym etapem analizy jest okreslenie obrazu i wartosci naprezen panujacych - ' !

w plycie. W tym celu wprowadzamy dwie hipotezy, Pierwsza z nich, analogiczna do reguly przy czym znaki minus oznaczajg, ze dla dodatnich z i & naprezenia te sa Sciskajace, jak

plaskich przekrojow w teorii zgigeia belek, glosi, ze proste, prostopadie do plaszezyzny podano na rysunku.

Srodkowej w nieodksztalconej plycie, zostajg po jej odksztalceniu proste i prostopadie do po- Jesli powierzchnia ugiecia, tj. w(r), a wigc i kat ugiecia 9(r) sa znane, to wzory 12.1)

wierzchni $rodkowej. Druga hipoteza stanowi odpowiednik pominigcia w zginanej belce 1 (12.2) daja o, i 0, jako funkcje r. W odréznieniu od tarczy, naprezenia te nie sa stale

wzajemnych naciskdw widkien 1 glosi, ze odksztalcenia oraz wzajemne naciski warstw réwno- wzdhuz grubosci, lecz s3 proporcjonalne do z, czyli do odlegtosci badanej warstwy od po-

——

T
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wierzchni srodkowej. Maksymalne wartosci o, 1 0, panuja wigc w warstwach zewnetrznych
(z = +96/2) i wynosza
Ed ) dd
(O-t)ekslr ==+ 76_—‘)2_) (7 +v —a_) 5 (Jr)ekslr = =* _(1_7)_

Eo d#¢ 9
(& +7) ©
Druga zasadnicza réznica obrazéw naprezen w tarczy i plycie jest to, ze przy zginaniu
plyty wystepuja na kotowych przekrojach poprzecznych réwniez napreZenia styczne 7.
Aby to wykazaé, zbadajmy réwnowage centralnej czesci plyty (rys. 12.4), ktérej obciaze-
= i

obraz eddziatywari na brzegu r

=3

g
8
TR [ =%
=7/, /1 Ve —+ e
2 e
: il #t g >
: P2r ne : =
ke $2b | i 5

Rys. 12.4. Rownowaga centralnej czesci plyty

nie stanowia sily 7,, ci$nienie p oraz oddzialywania zewnctrznej czegsci plyty na brzegu r.
Te ostatnie skladaja si¢ nie tylko z naprezen o, danych wzorem (12.2), lecz takze z na-
prezen . Wida¢ bowiem, ze naprezenia o,, jakie by one nie byly, nie moga zapewnic
réwnowagi rzutéw sit na of plyty. Z tego warunku nie mozna co prawda okresli¢ samych
naprezeri T, mozna jednak obliczy¢ ich wypadkowa ¢ N/m, tzw. wydatek sily tnqcej, a mia-
nowicie z oczywistego rownania

drrt—2rat,— | p(P)(rFdF) =0 ()

otrzymujemy wydatek ¢ w funkcji promienia r brzegu®
tba 1 7 -
=% + — [p(PFdr 2.
t - + - fp(r)id;. (12.3)

Zaleznosé (12.3) nie jest jedyna, jaka wynika z réwnowagi plyty. Bardziej wnikliwa
informacj¢ otrzymamy badajac, podobnie jak w tarczy, réwnowage wycigtego myslowo
clementarnego klina (rys. 12.5). Na jego $cianach®, poza znanymi juz sitami fr df
i (t4+dt)(r+dr)dp oraz elementarnym obciazeniem pr df dr, wystgpuja réwniez napre-
zenia o, i 0,, ktére poprzednio nie wplywaly na réwnowage. Ich dzialanie na poszczegdl-
nych bokach sprowadza si¢ do wypadkowych moment6éw. Przyktadowo, na pionowym
boku de kazdej elementarnej sile o, dz dr odpowiada przeciwna sita —o, dz dr dzialajaca
na plasterck potozony symetrycznie wzgledem plaszczyzny $rodkowej i tworzaca z nia
TR,

() Dla odroznienia promienia r brzegu od promienia jako zmiennej w wyrazeniu podcatkowym,

te ostatnia 0znaczono tu przez r.
() 7 racji osiowej symetril jest rzeczai asna, ze na pionowych bokach ¢f i de nie ma Zadnych sit

tnacych.
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—_—

par¢ sit. Suma takich par daje tylko moment. Momenty te utarto si¢ wyraza¢ w formie
tzw. wydatkéw momentéw m,, m; Nm/m, tj. natezenia momentu gnacego na jednostke
dtugosci odpowiedniego boku. W takim ujeciu wypadkowe momenty na bokach de i cd
sq odpowiednio

m,dr, m,rdf,

(t+dt)(r+dr)dp

Rys. 12.5. Analiza rownowagi elementu plyty

i gdy o, oraz o, sg dodatnie, jak na rysunku, wowczas

+0/2 +6/2 +6/2
m,dr = — ’ (o,drdz)z = —dr ‘ ogzdz, mrdff=—rdp ’ o,zdz. (d)
—o/2 —5/2 ~o/2

Wstawiajac do tych wyrazen wartosci o, i 6, z wzordw (12.1) i (12.2) i pamietajac, ze cal-
kowanie jest tylko wzgledem z, mamy

+6/2 +a/2

E (¢  d9 E /d9 0\ ¢
— R - =24~ — B}
m=J": (r +» dr) f z¥dz, m, = - (T +v_r) ‘ 22dz. (o)
—o/2 —il2
Poniewaz
+a/2
p 63
z?2dz = —,
—6/2 12

wyniki (¢) mozZna ostatecznie przedstawi¢ jako
m, =D (’i +v%) Nm/m, m,.=D (%?— +v;—l?) Nm/m, (12.4)

gdzie D jest tzw. sztywnosciq plyty na zginanie
D =Eé#/12(1—v?) Nm?/m. (12.95)
Fatwo zauwazyé, ze z szeSciu réwnan rownowagi dla badanego elementarnego klina
cztery sa spelnione tozsamo$ciowo. Z pozostalych jedno, wyrazajace warunek sumy
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rzutéw na o$ z, daje po przeksztalceniach znanag juz zaleznos¢ (12.3). Ostatnie — réwno-
wagi momentéw wzgledem stycznej do boku ef

[(m,+dm,) (r+dr)df—m,rdf]—(m,drdf)+ [(prdpdr)(dr/2)]+(trdfdr)=0
jest suma czterech sktadnikéw. Pierwszy z nich to réznica momentéw dzialajacych na
$cianach ef i cd, trzeci i czwarty to momenty sit (pr df dr) i (¢r dB). Skladnik drugi to wy-
padkowy moment z dwoch momentdw m, dr, ktérych wektory tworza ze soba kat df.
Odrzucajac w powyzszym réwnaniu male trzeciego rzedu otrzymujemy
m,—d{(m,r)/dr = tr, ()

a po wstawieniu m, i m, z zaleznosci (12.4) 1 uwzglednieniu, ze dla plyty o stalej grubosci
D = const, mamy

dzs 1 d#o o t
—d—rT‘FTE———;E——F. (1263)
Zapisujac powyzsze réwnanie W postaci
d[1d@n] t 5
ar [_T T] =D (12688
otrzymujemy po dwukrotnym jego scatkowaniu wynik
. r l 1 . .
9 =C, T +C, = ’ (r ’ tdr) dr, (12.7)

gdzie ! — dowolnie obrany parametr o wymiarze diugosci, a C,, C, — bezwymiarowe
stale catkowania. Nie wchodzac na razie w szczegdly ich obliczenia, stwierdzmy, ze gdy
sa one znane, wOwCzas Z WZOIOW (12.4) znane sa tez m, i m, jako

? F dF 2 dF F
m, = B, +B2r7 — ()— + VE—) . m,= BI_BZr_z — (-- — 4 )—) (12.8a)

dr
gdzie dla skrdcenia zapisu wprowadzono oznaczenia
fCc,D{1+v) _C,D(1-v) Skl ) N
s =§—IJ7 » Ba= — Wi F(i)—Tf(r ftdl) dr. (12.8b)

Majac wartosci m, i »1, mozemy obliczy¢ wartoéci naprezen, albowiem z poréwnania
wzoréw (12.4) z (12.1) i (12.2) wynika, ze
6, = —12m,z[0%, o,= —12m,.z/5>. (2)

Ekstremalne wartoéci o, 1 ¢, odpowiadaja warstwom z = +9/2

6m,

m
(Gt)ekslr =+ —(3T » (Jr)ekstr = z

62

H

(12.9)
i stanowig punkt wyjscia do oceny bezpieczenistwa. Poniewaz w tych warstwach © = 0,
ocene t¢ daje zalezno$¢ (11.12), ktora po uwzglednieniu wzordw (12.9) przybiera postaé

(Jred)ekstr == (6/62) ‘/T'th —m,m, + ”1,? . (1210)

gdzie m, i m, sa wielkodciami algebraicznymi i funkcjami r. Wreszcie calkujac funkcje

12.1. Osiowosymetryczne zgiecie ptyty kolowej

S
#(r) = dw/dr okre§lamy ugiccie w, przy czym pojawia si¢ dodatkowa (trzecia) stala cat-
l.owania Cs;.

Podsumowujac calo$é rozwazan widzimy $cista analogi¢ analizy tarcz i ptyty, wynika-
jaca z ujecia plyty jako pakietu zwiazanych ze soba nieskoniczenie wielu warstw (tarcz).
To zwiazanie powoduje, ze warstwy te nie moga $lizgac si¢ po sobie, a ich przemieszczenia
sq wspotzalezne. To z kolei daje identyczny, proporcjonalny do z, rozktad a.(r) i o,(r).
Ta fizyczna analogia odbija si¢ w podobieristwie ostatecznych réwnan (12.6) i (11.7).
Odmienno$é zagadnien tarczy i plyty tkwi w wigkszej réznorodnosci obciazen plyt niz
tarcz, gdzie ¢, (wzér 11.1) jest w zasadzie jedynym obcigzeniem majacym wigksze prak-
tyczne znaczenie.

Zadania

1. Wyznaczyé cisnienie p (r) oraz obciazenia na brzegach plyty (rys. 12.2), jesli jej ugiecie w (r) =
= for—b)/(b—a). Obliczenia wykonaé dla E =2-10° MPa, v = 0,3, a = 10cm, & = 50cm, fo =
=0,5¢cm, 6 =1cm.

Odp. Z réwnania (12.6) ¢t = Dfo/(b—a)r?, gdzie D = 1,833:10* Nm?/m; dla r = a jest 7, =
= Dfol(b—a) a* =~ 22,9 kN/m, a dla r = b jest t, = 0,91 kKN/m. Z réwnania (12,.4) m, = vDfp/(b—a)r,
skad (m),—a = 687 Nm/m i (m.),—, =~ 137 Nm/m. Wreszcie rozniczkujac rownanie (12.3) mamy

d(m) - L dun —Dfo
=2l =p(@)r, skad P =— = .
o PO = T e
Uwzgledniajac dodatnie znaki p (), t i m,, jak na rys. 12.2 i 12.5 mamy w wyniku calo$¢ obciazenia
podana na rys. 12.6.

‘_% ) ~7MPa 4.
plr)= 667 0

b-ayr®
(M ). op=137Nmy/m

(p)~0229MPa

(m.), .o=687 Nmym ~ 4 MPa

L2y

2 e
11— a2 G s ~137MPa
| =

t=a2,9k/m T OSIKN/m _
$2b=100cm — ~41MPa g,

——1'¢2a

Rys. 12.6. Do zadania 1 Rys. 12.7. Do zadania 2

2. Obliczyé warto$é (Orea)exsic Na wewngtrznym brzegu ptyty z zadania 1 oraz wspdiczynnik bez-
pieczenistwa, jesli R. = 240 MPa.
. Odp. Poniewaz z (12.4) jest (m).—a = Dfo/(b—a)r, zatem z 12.10)

(Gred)etsts ata rea = [6D fol6? a (b—a)] Y 1—v+v% ~ 122 MPa,

a wspoltezynnik bezpieczenistwa #e = Re/(Orea)exsie = 2. Obraz naprezen w elementarnym klinie jest
taki jak na rys. 12.7.

3. W danej ptycie (rys. 12.2) obciazonej tylko wydatkami 7, i #, powigkszono dwukrotnie wymiary a
i b nie zmieniajac grubosci ani wydatkéw #, i #,. Jak zmienia si¢ w odpowiadajacych sobie punktach
obydwdéch plyt: a) wydatki 7; b) katy ugiecia 95 ¢) momenty m i naprezenia?

Odp. a) nie zmienig si¢; b) wzrosna czterokrotnie; c) wzrosna dwa razy.

-1
| 2290’1"mﬂ" &

_.]



Obrazy: plyty i obciazenia

t(r) i F(r)

s

| Sformutowanie i posta¢ wa-
runkéw brzegowych

t(F) =0
F@) =0

t(rH=0
F()y=0

' |
(M)rca = May (11,),_q = 0,

| czyli
1= af B1*32 =m,
2

l Bl*Bz%=0

(’”r)r=a = 0, (’”r)r:b = My,
czyli
B,~B,=0

B o
| l—sz = ny,

l=a

! | (”lr)r=a == 0, (m,),:,, = 0,
| czyli

| B, —B,— toa (1—%) =0
lI=a 4

a’ taa o
Bi—B, 2 T4 A+») %

X (Zlni-i- 1_”) =0
a 1+

(0)r=0 = 0’ (ﬁ)r=b = 0’
czyli

b3
_p| C2=0, C;—2 —q,
I=b| ** " 16D

a wiec
__ pb?
=2 B,=
T T R Rl

Tablica 12.1

|
Wynik: m.(r), m(r), 9 () |

Wykresy mi(r) i n.(r)

Obraz ugiecia w (r) i strzalka f ‘

. Mg a 1— b? |
rT T2 2 2
b*—a r |
2 2
n, a b
nme = — 1+ —-
2__a2 ( ’-2
. n, a*r Y

T T U=y D@r—a?)

1—» b*
X(l—l—v ) 1'2)

mg 1 f mg

n, =

nb® (y a*
h*—a? r?

mbt (., a
b —a* *

Ty mpb*r
(1—») D (b*—a?) |

_ 2
x (L 4
1+» r2

m, =

I \
bcﬁ‘ uf |+¢2=a_,1 e
i 1 i #2b jﬁ:"

Fe my, b? 1—v
2D(1—») \ 1+»

+ 2a” lni)

b2 —a? a

_ taa(1+9) [-mL :

4
2

a
b2 a? b
T —ar (1*7)1“7]

| tea(dw) [1-v
n; = —~2 [—1+v +
b? a? b

— In ’_]
a

9 — (m,—vm,) r

ql |
I @®
| l.f'—-"'--..

d|
[[Eln

me -—@2q = Mp

f 3 2a-=~{tq

tea [ 34+v 42 2
= fa@ [3T¥ p2_
7 8D[1+v( a?) +
_l_l—i—v

426> (1 b)?
1—v b2—qa? a

D (1—v?)
_ 14y ey 34w 2
=5 (1 15 b2)
1ty L. 143y r?
m, = 16 pb (1 T

_opb
7= 160 r(l bZ)
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! c . ' ol
;’i Obrazy: plyty i obciazenia t(r) i F) | ! ‘ Or;?llrll]?(;‘;?nl;rzzg%gvsyi% Ve |
| | |
| |
] i ' ‘ (ro =0, (m)rop = 0,
e | 05 e
5 5 |1=b C, =0, a wiecc B, =0
TR -—aZrM | F(r) 6 oraz B, — 31—211 pb? =0
| — = — e
|
1 (19)"-=0 = 0: (mr)r=b = 0’
czyli
| 6 I=1b C, =0, a wiec B, =0
My mr = | oraz B,— £A=1 _
t t >< (2 In” —1) | 83
b
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cd. tablicy 12.1

| |
Wynik: m,(r), m(r), 9 (r) ‘ Wykresy m,(r) i m(r) Obraz ugiecia w (r) 1 strzatka f

IERRERIRRNN

| | s

m, = 3+v pb? I—Lz-
16 b2

(1-v)pb? 3ty 42 J
3+ 42fq_ 1430 8 J6
n —_pb T X~—2~ b 5
16 3+» b w=—2 el
- . 64D | 14
T (115 = R SR R
| 1+v»  p? b“]’

f=1G5+»/64 (1+9)] (pb*/ D)

@2b
m, = 471: . ; 4 -

P(l—rv)
( b, O P 3+»
g 167 D 1+ |
__Pr b 1 [
D = AnD (In = + l—l_—;-) X (b2-r2)—212 In g]

Sf = 1(3+w/16m (1+»)] (Pb*/ D)

12.2. Przyklady analizy plyt kolowych

Jak juz pokazano, kluczem do analizy jest okreslenie kata ugiecia 9(r), co wedlug (12.7)
sprowadza si¢ do wyznaczenia funkcji

F(r)= %f (r J tdr) dr

oraz statych C;, C, lub zwiazanych z nimi statych B, i B,. Dla réznych wariantéw obcig-
Zenia operacje te sa bardzo podobne. Réznice tkwig jedynie w przerdbkach algebraicz-
nych, zwlaszcza gdy sita ¢(r) jest dana dla calej plyty jednq tylko funkcjg r, i dlatego ope-
racje te ujeto w postaci tablicy 12.1.

Z podanego w kolumnie pierwszej obrazu plyty i jej obcigZenia okreslamy #(r) z goto-
wego rownania (12.3), badz z tegoz warunku sformulowanego od poczatku. I tak w wa=
riancie 3 przy danym f, i p(r) = 0 mamy od razu z réwnania (12.3)

t(r) =taafr,
a w wariancie 6 z warunku rownowagi rzutéw sit na o$ z
t2nr—P =0 wynika t=P/2nr.

Nalezy tu zauwazy¢, ze sposéb podparcia brzegu zewnetrznego nie wplywa na t(r), jak
w wariancie 4 1 5, w ktdérych sila

t(r) = pr/2
jest ta sama. Majac #(r) obliczamy F(r). I tak w wariancie 4 i 6

w 1 pr? 1 pr*t  pr?
F(w)—Tf(f dr)dr— f - -

1 Pdr 1 Pr r Pr r

W tym ostatnim przypadku wprowadzamy charakterystyczny wymiar / = b (kolumna
trzecia), co ulatwia rachunki nad funkcja logarytmiczng. Tak samo postepujemy i w wa-
riancie 3.

Aby wyznaczy¢ stale C lub B, formulujemy dwa niezalezne warunki okreslajace na
danym brzegu badz moment m,, badz kat ugiecia #. I tak w wariancie 2 ze sposobu obcig-~ -
Zenia plyty widaé, ze na brzegach r = @ i r = b momenty m, sa

(n7r)r=a =0, (mr)r=-b =My,

22 Wytrzymalo§é materialéw
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gdzie m, — dane obcigzenie. Obierajac teraz wymiar [/ = a i biorac F(r) = 0, mamy
z zaleznoéci (12.8a2) dwa réwnania

B,—B, =0, B;—(B,a*/b*)=m,,
skad obliczamy stale B, a potem z (12.8b) state C jako
B, = B, = m, b?[(b* —a?), Cy=m,ab?/D(b*—a®)(1+v), C,=...

Wartosci te podstawione z kolei do wyrazen (12.8a) i (12.7) daja szukane wielkosci mz,, 1, 14
(kolumna piata). Podobnie postgpujemy w pozostatych wariantach 1 i 3 ptyt pierScienio-
wych.

W przypadku plyt pelnych (pozycje 4, 5 i 6) kat ugigcia & w $rodku plyty oraz funkcja
(F),—o sa réowne zeru. Z réwnania (12.7) wynika wtedy C, = 0, a wigc i B, = 0. Pozostaly
warunek dla brzegu r = b moze dotyczy¢ kata 9, jak w pozycji 4, badZz momentu m,,
jak w pozycji 51 6. Wykorzystujac odpowiednio zaleznosci (12.7) lub (12.8a) mamy réowna-
nie okreslajace stata C; lub By, jak podano w kolumnie czwartej, a stad i wielkosci
M, mi9.

Dla wickszej przejrzystosci podajemy zazwyczaj wykresy n,(r) i m(r) (kolumna szésta).
Ich wartosci sa, jak widaé, skonczone, z wyjatkiem
wariantu 6, gdzie (m,),—o 1 (1m,),—o Sa nieskonczenie
wielkie. Ta osobliwo$¢ wynika stad, ze w Srodku
plyty sila 7 staje si¢ tez nieskoticzenie wielka, co
odpowiada przyjetemu modelowi sity skupione;j.
W rzeczywisto$ci sita dziata zawsze na pewng powie-
rzchnie (rys. 12.8) i wtedy wielkosci m, i m, sg skon-
czone. O ich wartodci decyduje wielko$¢ pola tej
powierzchni.

Jak wida¢, zaleznosci m(r), m(r) 1 9(r) dla piyt
(pozycja 1, 2 i 5) staja si¢ identyczne z wzorami
art. 11.2 dla tarczy, jeéli tylko zamieni¢ odpowie-
dnio

DIy

O-ra O-r: Sas Shs GP: E;
Rys. 12.8. Rzeczywisty przebieg m, i m, pg

D '
dla obcigzenia ,,skupiona” sita P M A, T, D, (pb2/2), D(l—\'z),

skad wynika mozno$é wykorzystania analizy z art. 11.2. T tak gdy plyte pelna (a = 0)
obcigzymy momentami m,, wdowczas z tabl. 12.1 mamy

m(r) = m(r) = m, = const, (a)
co jest kopia wzoru (f) art. 11.2. Podobnie mozemy zbada¢ koncentracje naprezed odpo-
wiadajaca malemu otworowi $rodkowemu (a < b), jak to pokazano na rys. 11.5, itp.

Ostatnim etapem analizy jest obliczenie ugigcia w(r), co sprowadza si¢ do scatkowania
funkcji 9(r) = dw/dr, czyli

w(r) = [#dr+Cy, (12.11)

12.2. Przyklady analizy ptyt kolowych 339

gdzie Cy — stala okreslona z warunku podparcia plyty. Biorac przykiadowo plyte (wa-
riant 5) mamy

o opbir o34y Ty _7pb4 Sk rl_- r
”‘f 16D (’1+v bZ)d'+C3—3zu(1+v br b

4

)+C3.

Z oczywistego warunku podparcia (w),—, = 0 wynika
5+v pb*
1+v 64D °

Cy=—

i w rezultacie mamy wyrazenie podane w kolumnie siddmej. Jego ekstremalna absolutna
warto$é, tzw. strzalka f, jest w $rodku plyty
54+v pb*

R e . b
f |“ Iekslr 1—|—V 64D ( )

Podobnie postepujemy w pozostalych wariantach. Poniewaz jednak wyrazenia w(r) sa
dosé zlozone, w tablicy podano na ogét tylko strzalki f; jako najwazniejsze w praktycznych
zastosowaniach. Jak wida¢, strzalki te maja warto$¢ skornczona, nawet w wariancie 6,
tj. dziatania sity skupionej, gdyz dla r > 0 jest limr? Inr = 0.

Eaczac podane w tablicy przypadki obcigzenia mozemy rozwiazac¢ szereg innych za-
gadnien, jak np. pierscieniowa plyte obciazona cisnieniem p = const (rys. 12.9). Przez
wprowadzenie na wewnetrznym brzegu r = a wydatku ¢, 1 momentu m, 0 wartosciach

t,=pal2, m,=3+v)p(b*—a®)/lo

it

;1{\ e
k m‘ 1
A

Rys. 12.9. Rozwiazanic plyty przez superpozycje znanych wynikow

otrzymujemy obraz jak dla plyty bez otworu (wariant 5), na ktory naktadamy dziatanie 7,
i m, o zwrotach przeciwnych niz poprzednio. Tak wigc badany przypadek jest superpozycja
trzech znanych wariantéw 5, 1 1 3.

Podobnie superponujac warianty 3 i 1 mamy rozwiazanie dla plyty pierscieniowej
utwierdzonej na brzegu r = « i obciazonej sita P (rys. 12.10). Poniewaz na tym brzegu
calkowity kat ugiecia 9, = ¢, +¢, = 0, zatem biorac 7, = P/2ra i wykorzystujac tabl. 12.1,
mamy warunek okreslajacy moment m,

—m,a3 1—v b? Pa 2b> b 1—v
; 2 L =0
(1 —v)D(h*—a?) (1+v N az) i =D (1—v) (bz—a2 2 ot 1+v) ©

22*
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d | azz_gfa W, Ma Ma
: Wy Jr L e i
; e ~— = ) T 7
I ﬁ;czo..,:_.},; % ‘* | 00 Lo ! V i i £
$2a b 20> o* « $2b
@2b
Rys. 12.10. Analiza pltyty z utwierdzonym brzegiem wewnetrznym
Obliczona stad warto$¢
P 2(14v)b2In(bja)+(1 —v)(b* —a?
o P20 P IG) (A=) =a®) o

T 4x af(1—v)+ b3 (1+v)

umozliwia wyznaczenie odpowiadajacych temu przypadkowi momentow m, m1,, w,,
ktére algebraicznie sumujemy z analogicznymi wielkosciami m,, m, i w dla przypadku
dziatania ¢, = P/2ra.

W bardziej ztozonych zadaniach, jak na rys. 12.11, uzyskujemy rozwigzanie przedsta-

) ty i A
6 A “\ i— ’ ¥ e
s e e e i G ¥ mN %
/ | |
| |
| |

7 V7 7 F - g
; o | Kﬁ%\‘)
t a. ;
mt/a ~, T -[7—7[: L - ’l’f’
+ i
|
0
Rys. 12.11, Rozwiazanie plyty metoda ,zszycia” ptyt skladowych

wiajac plyte jako ,,zszyta” z dwu lub wiecej ptyt sktadowych, migdzy ktorymi istnieja
ogdélnie biorac, oddzialywania w postaci momentéw mi, i wydatkéw . W podanym tu
przyktadzie wydatek ¢ = 0, albowiem na czeSci centralnej nie ma obcigzenia poprzecznego,
istnieje natomiast moment m1,, jako oddziatywanie czesci zewnetrznej. Ta ostatnia z kolei
obcigzona jest znanymi wydatkami 7, i przeciwnym niz poprzednio momentem 7z,. Jego
warto$é okreslimy z warunku ciaglosci odksztalcern na promieniu » = a

¥, =19,, (e)
gdzie &, #, katy ugigcia podane na rysunku. Widaé, ze kat &, jest taki, jak lewa strona
réwnania (c), z tym Ze nie jest on teraz rowny zeru oraz ze P = 2rt, a. Warto§¢ ¢, okre-

$lamy jak w wariancie 2 tabl. 12.1, zmieniajac tylko oznaczenia i uwzgledniajgc, Ze badana
tu cze$¢ centralna nie ma otworu, w wyniku czego mamy

& =mga/D(1+v). ()

Podstawiajgc teraz ¢, i ¢, do (e) otrzymujemy réwnanie

M, a mya® 1—v b? t,a? 207 b 1—v
( ) + B + ]
b* —a? a 1+4+v

DA+v)  (—»)DB*—a®) \1+v ' a2) " 2D A-v) =

12.2. Przyktady analizy plyt kolowych 341

z rozwigzania ktérego mamy szukang wartos¢ ni,

taa(l+v) [, b 1—v a’ ;
T [—1“7*—1:7(‘ b)] <

m, =

a z superpozycji odpowiednich wykreséw przebieg m, i m,, jak podaje rysunek. Zgodnie
z wzorem (a), w czesci centralnej m, = ni, = const jest rowny podanej powyzszej war-
tosci m,.

Podang metode postgpowania mozna uogdlni¢ na przypadki bardziej ztozone, jak na
rys. 12.2, gdzie plyte nalezy najpierw podzieli¢ na trzy pierscieniowe czeéci. Uwidocznione
przy tym momenty m, na krawedziach podziatu dobiera si¢ z dwdch warunk6w ciaglosci
kata @ na tych brzegach. Poniewaz wyniki maja zlozona postaé, zaleca sig prowadzic¢
rozwiazanie od razu na liczbach szczegdlnych. Ta sama uwaga dotyczy i wielu innych
zagadnieti analizy piyt.

Zadania

l.iPierécieniowq plyte, w ktérej b = 2a, » = 0,3, obciazona momentami m, (wariant 1 w tabl. 12.1)
utwierdzono na brzegu r = b. Jak zmienia si¢ przez to: a) ekstremalne 0..q; b) strzatka ugigcia f?

Odp. a. Superponujac z tablicy warianty 11 2 z warunku, ze catkowity kat (#.),_, = 0, mamy

niy, = 2m,/[(1—») (bla)* +(1+)]

i dla aj/b = 0,51 v = 0,3 jest m, = 0,488 m,. Niebezpiecznym miejscem jest brzeg r = a, gdzie wypad-
kowe momenty m, = i, m, = —0,366 i, i wedtug (12.10) (Grea)eksie = 1,35 (ma/6?). Jest to ~ 1,9 razy
mniej niz w wariancie 1.

b. Strzatka ugiecia maleje ~ 5,5 razy.

2. Wyznaczyé charakterystyke P(f) sprezyny talerzowej (rys. 12.12). Jaka maksymalng silg
mozna przytozyé, jesli k, = 700 MPa?

materiat: stal, E= 2-10°MPa, v=0,3
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Rys. 12.12. Analiza sprezyny talerzowej

Odp. Obraz obciazenia pojedynczego talerza jest jak w wariancie 3 z tabl, 12.1. Wykorzystujac
podane tam wyniki i biorac P = 1 kN, D = E¢3/12 (1—2?) =1170 Nm, b =5-10"7m, ¢ = bl4,
otrzymujemy dla pojedynczego talerza strzalkg fi = 0,142 mm, a dla catej sprezyny o 10 talerzach
f=10f; = 1,42 mm. Informacja ta okresla punkt A4 i wystarcza do zrobienia wykresu P(f). Niebez-
piecznym miejscem jest brzeg r = a, gdzie m, =0, a m: = 0,366P i z wzoru (12.10)

6 (mr)r=a/62 = Otea = kr 3 Skild P =5150 N ~ 525 kG .
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3. Jak zmieni si¢ przebieg m(r) i m,(r) w ptycie (wariant 3 w tablicy, bla =2, v =0,3), gdy ut-
wierdzimy brzeg r = a (rys. 12.10).

Odp. Wyniki obliczen podaje rys. 12.13. Jak wida¢, modyfikacja ta zmicnia radykalnie wartosci
m, 1 m, oraz sposob pracy. Sens tego stanie sie jasny, gdy zbadaé rownowage klina 4B. Przed mody-
fikacja dziatanie duzego momentu pary sit 7, @ df = 1, b df rownowazy suma wypadkowych momen-
téw o natezeniu mi, df3, ktorego srednia wartosé

n)speaniedp (b—a) = (b df) (b—a)  Tub  (1)ireanie = tob 5

s s 0555

Rys. 12.13. Analiza pracy plyt pierscieniowych

co potwierdza wykres n1,(r). Po modyfikacji glowna role w zrownowazeniu momentu (£, b df) (b—a) spet-
nia moment utwierdzenia m, a dff, wobec czego jego wartosé¢ jest rzedu

(’”r)ﬁ-a & fbb (b'—(l)/{l

i gdy b = 2a, wowczas (m,),—. =~ fb, jak podaje wykres.
Powyzsze uwagi maja praktyczne znaczenie przy szacunkowej ocenie roznych wariantéw ptyt piers-
cieniowych.

4. Na pierécieniowa plyte o malej szerokosci (b—a < b) dzialaja kolejno obciazenia (rys. 12.14),

majace to samo natgzenie momentu na jednostke dlugosci obwodu kota o promieniu r¢ = l/ab, czyli
N afrc = mp bjre = taa (b—a)frc = my .

Udowodnic¢, ze w tych wszystkich przypadkach napre¢zenia i $redni kat ugiecia 9, sa z techniczna do-
ktadno$cia roéwne.

Odp. Wykorzystujac rozumowanie z zadania 3, mamy od razu, Ze $rednia warto$¢ (m)e =
= mo rc/(b—a) jest ta sama, a wartosci m, sa rzedu m,, czyli m, & m,, skad wynika, ze dominujace
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sa naprezenia oy, a o, sa pomijalne. Kat 9, obliczamy z zaleznosci wynikajacej z wzorow (12.4)

D(-r)  DU—v) Dle-a(1—>)"

9. — (my—vnt)re . Mhte - nie ab
o =
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my=="¢4 PV
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Rys. 12.14. Do zadania 4 Rys. 12.15. Do zadania 5

5. Piericieniowa plyte, w ktorej b = 2a, oparta na obydwoéch brzegach, obcigzono cisnieniem p
(rys. 12.15). Wyznaczy¢ reakcje podpor.

Odp. Po usunieciu podparcia brzegu wewngtrznego rozktadamy obciazenie na trzy czescei. Pier-
wsza odpowiada (rys. 12.9) wariantowi 5 tabl. 12.1, pozostate sa identyczne z wariantami 1 i 3 tablicy.
Nieznany wydatek X (N/m) wyznaczamy z warunku

‘ifl H‘1f2\ = '\fsl
i po wykorzystaniu informacji z tablicy mamy X = 0,642pb. Calkowita reakcja na brzegu wewnetrznym
jest X —1, = 0,392pb, a na zewnetrznym f, = [p (b>—a?)/2b]—[(X —1,) a/b] = 0,179pb.
6. W piycie obciazonej ci$nieniem p (rys. 12.16) okre$li¢ promien « kotowej podpory, aby ekstre-
malny moment m, byl najmniejszy.

[ p
S
ty=pb/2 [ :
|« b2 :
t,=pb/?2 ty
P2a >
A
. Ata=ﬂ2 | tal\

Rys. 12.16. Dob6r optymalnej srednicy podparcia

Rozwiazanie. Po wprowadzeniu dwoch przeciwnych wydatkow f, rozdzielamy zada.nie na dwa,
a mianowicie: wariant 5 tablicy i przypadek z rys. 12.11. Po ztozeniu wykresow m, wida¢, ze w central-
nej czgsci plyty ekstremalny 1, jest dodatni i wynosi
[(3+w) pb?/16]—n1, > O,
gdzie m, dane jest wzorem (g). W czesci zewngtrznej m, < 0 ma ekstremalna wartos¢ dla »r = a
my—in, = [(3+v) p (b2 —a?)/16]—n, < 0.

O R R g . NP e — ey, N TS e Al i mp—
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Optymalny przypadek jest, gdy obydwa powyzsze momenty maja réwne bezwzglgdne wartosci, skad:
2
i = _HPDy pb? [2— L\,
32 b?

Wstawiajac za m, wyrazenie (g), w ktorym ¢, = pb?/2a, mamy po przeksztalceniach rownanie okresla-
jace stosunek & = a/b

—8 (141 In &+ (Sr—1) & = 2 (1+3v),

ktérego rozwiazanie dla » = 0,3 jest & ~ 0,817, a

3+ pb* (1) b 1—» a?
(M)eers = 2 ppz — 2OZAAW) Ty b 1=y (1—* ~ 0,052 pb2.
s = e P = T4 PR P 2
Warto$¢ powyzsza jest ~4 razy mniejsza niz w przypadku podparcia na brzegu zewnetrznym,

7. Dwie ptyty: stalowa i miedziana, o jednakowych wymiarach i sposobie podparcia sa tak samo-
obciazone. W ktérej z nich sa wigksze: a) naprezenia, b) ugiecia, jesli Eqy/Ere = 0,57
Odp. a) jesli pominaé roznice v, to naprezenia sa rowne; b) (Wew = 2 (Wge.

12.3. Niektore przypadki zginania plyt prostokatnych
Rozwazmy wydtuzona prostokatna plyte oparta lub utwierdzong na dluzszych bo-

kach 4B i CD przy obciazeniu nie zmieniajacym si¢ wzdtuz dlugosci plyty (rys. 12.17).
W takich warunkach, jak uczy doswiadczenie, czgs¢ ptyty dostatecznie odlegta od krétszych

Rys. 12.17. Cylindryczne zgigcie plyty prostokatnej

bokow AC i BD zgina si¢ wedtug powierzchni walcowej, ktérej o$ jest réwnolegta do osi y.
Kazdy zatem jednostkowy pasek EF réwnolegly do osi x zgina sig jednakowo, a jego
przekrdj poprzeczny o zostaje prostokatem. Wynika stad, Ze na wzdluznych bokach paska
nie ma naprezen stycznych, a warunki réwnowagi rzutéw sil na 0§ z i momentéw wzgledem
osi aff sa dla czedci Ex takie same jak w przypadku belki o tych samych wymiarach i tak
samo obcigzonej. Przy podanym przyktadowo obciazeniu mamy wigc reakcje rgp =
= gd/a N/m, a w przekroju a wysilek o sktadowych

t,=rg N/m, m,=rgx=gxdla Nm/m
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odniesionych do jednostki szerokoéci badanego paska. Odpowiadajace temu wysitkowi
naprezenia w przekroju « obliczamy, jak dla belki o wymiarach poprzecznych 1 x6.
Zgodnie wiec z wzorem (5.14) naprezenia normalne o, w kierunku osi x sa

6m,

12m, z
=l 3 (Gx)ekslr ==+ FER (a)

o

o, =

gdzie z — odlegtos¢ badanej warstwy od plaszczyzny §rodkowej. NapreZenia styczne wyzna-
czamy z wzoru (5.18). Podobnie jednak jak w belkach sa one mate, a ich rola jest pomijalna.

Opisane podobienstwa nie oznaczaja identycznosci obrazow naprezeri i odksztalcedi
w belce i w zginanej cylindrycznie plycie. Skoro bowiem poprzeczne przekroje paskow
plyty zostaja po zgieciu prostokatne (rys. 12.18a), to ich odksztatcenia w kierunku osl y,

przekrdf oe—ot
B =

Rys. 12.18. Obraz odksztalcen i naprezen przy zgigciu cylindrycznym

«czyli ¢,, musza by¢ réwne zeru. Aby tak bylo, na wzdiuznych bokach paska muszg dziataé

zmienne liniowo wzdtuz grubosei naprezenia o,. Je§li bowiem kazda elementarna warstwa
w wycietym myslowo odcinku paska (rys. 12.18b) ma g, = 0, to wedtug zaleznosci (7.18)
musi by¢
&, =0 = (5,—vo,)/E,
skad
o, = —vo, = —12vm,z[d>. (b)

tatwo zauwazy¢, Zze naprezenia o, daja wypadkowy moment
m, =vm, Nm/m. ©
W odrdéznieniu zatem od belki, przy cylindrycznym zgigciu plyty kazdy element warstwy

pracuje w dwuwymiarowym stanie naprezenia. Ma to wplyw na naprezenia zredukowane,
ktorych ekstremalng warto$é obliczamy z wzoru (12.10) otrzymujac

(Jred)cks:r = (6 ’”.\‘/(32)}/1___"—'—?- (d)
Istnienie naprezen o, wplywa réwniez na odksztalcenie warstwy w kierunku osi x,
gdyz zgodnie z wzorem (7.18)

=l _ 0y L el e
€x = f(ax_"ay) i _E_ (1_‘ )= - _"ﬁa bk

(e)

Jak wida¢, odksztalcenie ¢, w pasku plyty jest takie jak odksztalcenie witdkna w identycznej
belce, ktérej modutl sprezystosci nie jest E, lecz E/(1—v?). Wszystkie zatem odksztatcenia




Al

12. Plyty i osiowosymetryczne powloki

paska plyty, jak ugigcia, katy ugigcia, sa w poréwnaniu z belka w tymze stosunku zmniej-
szone, co mozna interpretowaé jako wzrost sztywnosci EJ, = E6°/12 belki na
53
= %2)— Nm/m?
dla paska cylindrycznie zginanej ptyty. Wielkos¢ D jest znana juz z art. 12.1 sztywnoscia
plytowa.

Jak wynika z teorii plyt, wplyw podparcia krétszych bokow zaznacza si¢ wyraznie
na diugosci ¢ & a (rys. 12.17). Wynika stad, ze sformutowane powyzej zaleznosci obowig-
zuja, gdy b > 3a.

Gdy gabarytowe wymiary a i b sy zblizone lub gdy obciazenie jest funkcja x i p
(rys. 12.19a), wowczas zadanie okreslenia powierzchni ugiecia 1w (x, y) i naprezen jest

b) TR VECEEGP

it
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| !
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l

Rys. 12.19. Oznaczenia dla plyt prostokatnych

bardziej ztozone, gdyz sprowadza si¢ do rozwiazania rdéwnania rézniczkowego o po-
chodnych czastkowych, wynikiem czego jest odpowiedz z reguly w. postaci szeregow.
Z tych powoddw nie wnikajac glgbiej w to zagadnienie, podamy od razu warto$ci momen-
tow nr, 1 m, w niebezpiecznym miejscu plyty oraz jej strzatki ugiecia f dla przypadku
obciazenia ci$nieniem p = const (rys. 12.19b). Wyniki te sg

my =, pb?,  my, =, pb*,  f = 1w .= ppb*ES?, (f)
gdzie b — dlugos¢ krétszego boku, a pi, gt,, p wspolczynniki zalezne od stosunku afb
isposobu podparcia ptyty podano w tabl, 12.2 biorac v = 0,3. Nalezy nadmienic, ze w plycie
podpartej na brzegach niebezpiecznym miejscem jest jej srodek, a gdy brzegi sa utwierdzone,
jest nim $rodek C dluzszego brzegu. W obydwdch przypadkach ugigcie fjest w srodku
phyty.

Zadania

1. Okres$li¢ wspolczynnik bezpieczenstwa 1 strzalke ugiecia dlugiej stalowej ptyty (rys. 12.17), jesli
q =20kN/m, d =af2 =20cm, 6 =1 cm, R, =240 MPa, E = 2-10°> MPa, v = 0,3.

Odp. (MYmax = 2 KN mM/m, 06, = 6m,/0%> = 120 MPa, o, = 36 MPa, 6.4 ~ 107 MPa i »n, =
= R./0rea ~ 2,25. Z wzoru (5.30), w ktorym zamiast EJ, wstawimy D = 1,83:10* N m?/m,

f=qa*/48D = 20-10%-0,43/48-1,83-10* = 1,46-10~> m = 1,46 mm.
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Tablica 12.2

Brzegi podparte przegubowo | Brzegi utwierdzone
i . afb Hic | Iy i i Hx | Hy 1.0-
? 1,0 | 0,0479 0,0479 0,0443 ‘ 0,0513 I 0,0138
T 1,5 - 0,0498 B 0,0812 : m | 0,0757 .: 0,0240
e e |— e ——
: 2,0 0,0464 0,1017 0,1106 P 0,0829 0,0277
3,0 0,0406 . 0,1189 0,1336 | 0,0831 ! 0,0280
4,0 0,0384 0,1235 0,1416 |—0,0832_i 0,0281
oo | 0,0375 il 0,1250 j 0,1422 1‘ 0,0833 | 0’0284_.

2. Jak zmienia si¢ wyniki zadania 1, gdy obydwa wzdtuzne brzegi AB i CD zostana utwierdzone?

0dp. (M)exur = qa/8 (art. 10.3), f = ga®/192.D (zadanie 1 art. 10.7), a wigc wspolczynnik bezpie-
czefistwa wzrasta dwukrotnie, a strzatka ugiecia maleje czterokrotnie.

3. Jak zmieni sig schemat pracy dtugiej plyty (rys. 12.20) utwierdzonej na brzegu 4B, swobodnej
na CD i obcigzonej cisnieniem p = const, jesli utwierdzenie brzegu AB zastapi¢ podpora przegubowa ?

Rys. 12.20. Stosowalnos$¢ schematu zgigcia cylindrycznego plyty

Odp. W wersji pierwotnej spelnione sa warunki cylindrycznego zgigcia i kazdy jednostkowy pasek

pracuje jak wspornik, w ktorym ekstremalne momenty sa w przekroju 4 i wynosza
me = pl?/2, my, =vm, = vpl?[2.

Po modyfikacji zgigcie nie moze byé cylindryczne, gdyz reakcja podpory A nie zapewnia dla jednostko-
wego paska rownowagi momentow wzgledem osi AB. Na bokach wzdtuznych, jak 4D, musza istnie¢
sity tnace 1,, a to przeczy schematowi cylindrycznego zgigcia.

4. Obliczy¢ wspodtezynnik bezpieczenstwa kwadratowej a = b = 50 cm piyty podlogowej utwier-
dzonej na czterech brzegach przy ci$nieniu

p=>5kN/m?2, jesli R,=240 MPa, 6 =15 mm.
Odp. Z tablicy 12.2 jest m, = 64,1 N m/m, m, = 19,2 Nm/m i z wzoru (12.10) mamy .q =

= (6/0?) }/mi — mym, + mf = 152 MPa, a n. = 1,6.
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12.4. Blonowy stan napiecia w osiowosymetrycznych
powlokach

Geometrig powloki takiej opisujemy podajac ksztatt r(z) przekroju potudnikowego
powierzchni $rodkowej, w skrécie potudnika, oraz grubos¢ Scianki o (rys. 12.21). Do
tego opisu nalezy takze pojecie gldwnych promieni krzywizay'?, ktérymi dla powloki osio-

05 >
b) _potudnik r

N\ e 7 2
/ N 26 * \f\
at 7

y
Dp—éradek krzywizny potudnika

Rys. 12.21. Geometria i oznaczenia powloki osiowosymetrycznej

wosymetrycznej sa: promien krzywizny o, potudnika w badanym punkcie 4 oraz pro-
mien o, przekroju powierzchni srodkowej plaszezyzna normalna do tej powierzchni, a jedno-
czeénie prostopadly do plaszczyzny potudnika. W geometrii rézniczkowej dowodzi sig,
7¢ o, jest réwny odcinkowi normalnej A0, migdzy powierzchnia a osia Oz powioki.
Na ogdl te promienie o, i o, sa funkcjami wspéirzednej z okreslajacej polozenie badanego
punktu A4 powloki.

Analize wytrzymalosciowa rozpoczniemy od opisu obrazu naprezen dziatajacych na
boki elementu 4 BCD wycietego przekrojami: potudnikowymi AD i BC oraz stozkowymi AB
i DC (rys. 12.22a). Przy osiowosymetrycznym obcigzeniu ci§nieniem p powstaja napre-
7enia potudnikowe o, 1 obwodowe a,, ktére z racji osiowej symetrii ustroju sa gidéwne.
Jesli powloka jest cienka, a ci$nienie p tagodnie zmienne lub stafe, to mozna zalozy¢, Ze
wzdtuz grubosci naprezenia g, 1 o, sa stale natomiast, tak jak i p, moga by¢ one funkcjami z.
Wypadkowe sity na bokach elementu (rys. 12.22b) sa réwne iloczynom wartosci o przez
odpowiednie pola. T tak na bokach 4D i BC mamy sily o, d ds, lezace w ptaszezyznie O.ac
i tworzgce ze soba kat df, = ds,/o,. Podobnie na boku AB dziata sita o, 0 ds;, a na DC
zwickszona o pewien przyrost sita ¢, 8 ds,+d (o, § ds,) lezace w plaszczyznie potudnika
0,bd i tworzace ze soba kat dff, = ds,/o,. Rzutujac na normalng n te wszystkie sily

() Jesli przez normalna n w punkcie E przesunaé szereg plaszczyzn Iy, I15, ..., to otrzymujemy
szereg roznych krzywych przeciecia K, Ks, ... Kazdej z nich odpowiada inne kolo krzywizny, z tym
ze $rodki O,, O, ... tych kot leza na normalnej n. W calej mnogosci promieni krzywizny o4, 0z, ... je-
den omax jest maksymalny, drugi omi. — minimalny. Odpowiadajace tym gldwnym promieniont
Omax | Omin Dlaszczyzny IT sa do siebie prostopadie (patrz W.I. Smirnow, Matematyka wyzisza, 8
Warszawa 1960, PWN).
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b)

l 08 powtoki

Rys. 12.22. Obraz naprezen w elemencie powloki

lacznie z obciazeniem zewngtrznym p ds, ds, otrzymujemy po zaniedbaniu malych trze-
ciego rzedu warunek réwnowagi
—(0,8ds,)(ds,f0,) —(o, ds,) (ds,/o) + pds,ds, = 0,
przybierajacy po przeksztalceniu posta¢ tzw. réwnania Laplace’a
9 4 O _ P (12.12a)

2, 0; 0

Poza powyzszym mozna sformufowaé dla elementu ABCD takze warunek réwnowagt
rzutéw sit na 0§ powloki. Prosciej jednak zrobi¢ to nie dla elementu, lecz dla skonczonej

Rys. 12.23. Réwnowaga skoniczonego odcinka powtoki

czesci powloki odcigtej réwnoleznikiem (rys. 12.23a). Jedli bowiem P jest wypadkowa
obcigzenia dziatajacego na cala tg czes$é, to

o,0sino.2rr = P. " (12.12b)
Wartoéé P zalezy od rodzaju obciazenia. W czesto spotykanym przypadku, gdy p = const,
mamy wedlug rys. 12.23b

P= f(pds,,coso?)2ni‘=2np ff‘df‘zpm‘z, (ay
o] [¢]

a wiec sita P jest rowna iloczynowi cisnienia p przez pole réwnoleznika 4-A i nie zalezy
od ksztattu poludnika AF.
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Poza naprezeniami ¢, i o, obliczonymi z réwnan (12.12) miedzy elementarnymi war-
stwami plaszczy dzialaja naprezenia o prostopadle do powierzchni $rodkowej. Za-
uwazmy jednak, ze wartosci o, sa rzedu p i sa catkowicie pomijalne w poréwnaniu z 6, i o,
ktére wedtug (12.12a) sa rzedu po,/S lub pe,/d. Z tego powodu w ocenie bezpieczenstwa
traktujemy stan napigcia jako dwuwymiarowy, a warto$¢ o,., obliczamy wykorzystujac
wzor (11.12), czyli

Orea = V02 —0,0,4+0°. (b)

Gfiy badany odcinek DAC powtoki jest wklesty (rys. 12.24), wéwczas zaleznoscei (12.12)
zostaja te same, z tym tylko, ze 0, < 0. Gdy powtoka ma ostry wierzcholek (punkt F),

&

Rys. 12.24. Analiza niektorych szczegotow w powloce

wowcezas w jego otoczeniu naprezenia 6, i 0, odpowiadajace dzialaniu ci$nienia p sa réwne
zeru, albowiem P = wAr?p i z wzoru (12.12b)

0, = pAr[20sinaz -0, gdy Ar-0,
a z wzoru (12.12a)
6, =poJo=pAr[dsinay—0, gdy Ar—0.

W gladkim wierzchotku B sytuacja jest inna, albowiem P = 7t Ar?p, oy = Ar/o,p i wtedy
z zalezno$ci (12.12) wynika

Jn:png/25> O-t =thB/26 :png/zézap’

gdyz w otoczeniu punktu B promienie krzywizny o,z i 0,5 sa réwne.

Przedstawiony uklad naprezen nazywary blonowym, albowiem odpowiada on powloce
(blonie), ktdrej plaszez jest idealnie gietki. Oddaje on bardzo dobrze warunki pracy rze-
czywistych powlok, ktérych plaszcz ma zawsze pewna sztywno$é na zginanie, jesli tylko
wynikajgce z niego wnioski nie sa sprzeczne z31zycznym obrazem zjawisk. Sprzecznosci
te wystgpuja na ogdt w miejscach niecigglosci ksztattu poludnika: jawnych, jak zatom C
na rys. 12.24, lub ukrytych, jak punkty E i D, gdzie wystepuja przeskoki promieni o,.
I tak w punkcie E (rys. 12.25) przeskok z 0; na g;,’ powoduje przeskok wartosci o, oraz
odksztalceri obwodowych ¢,, a to z kolei sprawia, Ze przyrosty promienia rg, czyli EE'i EE”,
sg rézne. Poniewaz w rzeczywistoéci takiej nieciagtoéci odksztatcen nie ma. stad wynika
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zatem, ze w miejscu zlgczenia E musi wystapi¢ stan napigcia odmienny od blonowego.
Badania teoretyczne wykazatly, Zze to zaburzenie stanu blonowego ma wybitnie lokalny
charakter i obejmuje strefe, ktdrej szerokos¢ ¢ = EG = EH jest rzedu

a ~ /e 0oy, —oy oy + 07)

17

b . N ) . . ’
i maleje wraz z réznicaq promieni 0,—0,

_qf+ qll

9

F

stan pierwotny
———— stan po odksztatceniu

Rys. 12.25. Nieciagtos¢ odksztalcen Rys. 12.26. Statyka zalomu i pier§cienia wzmacniajacego

przy przeskoku o,

Z kolei zbadajmy sytuacje w zatomie C (rys. 12.26). W tym celu rozcinamy powtoke
na trzy czesci: lewa, prawa i srodkowy cienki piersciert C uwidaczniajac przy tym oddzia-
lywania, ktérych natezenie na jednostke dlugosci obwodu (¢, 9)" i (g,0)"" obliczono
z wzoru (12.12b), czyli przy zatozeniu blonowego stanu napigcia. Zauwazmy, ze sktadowe n
i 1" sa wedlug (12.12b)

n'=n" = P2nrc (c)

i ich dzialanie na pierscien znosi si¢. Pozostaje natomiast wypadkowe obcigzenie promie-
niowe O natgZzeniu :
q=q +q" =n'ctgo’ +n" ctga’ = (P[2nre) (ctga’ +etga’), (d)

powodujace $ciskanie pierscienia w kierunku obwodowym. Dla utrzymania tych sciska-
jacych naprezen o w rozsadnych granicach musimy pierscien wzmocni¢ dajac mu pole
przekroju A4, i wtedy zgodnie z wzorem (2.5) wartos¢ i

o~ qrelA,. ©

Whprowadzenie pierécienia wzmacniajacego zalom umozliwia gre sit odpowiadajaca stanowi
blonowemu, nie likwiduje jednak nieciagtoéci odksztalcedi i zwiazanego z tym zaburzenia
rozktadu naprezen, jak opisywano poprzednio. To ostatnie zaburzenie, wyrazone wzrostem
naprezen, jest rzedu naprezei blonowych, podczas gdy zaburzenie, ktére by wystapito
w zalomie niewzmocnionym, wyrazaloby si¢ wzrostem naprezen rzedu

(P"c/é)v refo, (f)

a wiec wielokrotnie wigkszym.
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Zadania

1. Wyznaczy¢ wartosci 6, i o, w zbiorniku ztozonym z walczaka CD i pétkulistych den (rys. 12.27)
wywolanych cisnieniem p.

walczak

Rys. 12.27. Analiza powtoki walcowej i kulistej

Rozwigzanie. Poludnik walczaka CAD jest prosta rownolegla do osi, wobec czego promienie:
0, = o, o, = r, a kat « = 90°. Podstawiajac te dane do réwnan (12.12) mamy

2
o, — 2P _ _ pr_ pD

2rr-1-0 20 46

_po _pr_pD
K] F) 26

3 t

Dla kulistego dna mamy g, = g, = r = const, a w dowolnym punkcie B jest sin « = ry/r, wobec cze-
go z réwnan (12.12)

2
Trgp pr PO Gp Oy pr

6":27rr56ksina :T(Sk’ G':_(Sk_HTZ_’Zé;’
Tak wigc w walczaku napre¢zenia obwodowe sa dwa razy wieksze od potudnikowych, a w czaszy kulistej
sg one sobie rowne.
2. Jaki ma by¢ stosunek grubosci 6,/0 czaszy i walczaka z zadania 1, aby: a) wspotczynnik bezpie-
czenstwa byt ten sam; b) w miejscach C i D odksztalcenia stanu blonowego byty jednakowe?

Odp. a. Biorac wartosci ., i o, jak wyzej, mamy z wzoru (b)

(Ured)walczak o (1”/26) l/_33 (Ur:d)kula = pr/zak
iz Townosci deq wynika 8,/8 = 1/3/3 = 0,58.
b. Aby w miejscu C po odksztalceniu nie bylo réznicy promienia r walczaka i kulistej czaszy, od-
ksztalcenia obwodowe & musza byé rowne

=3
E

3 1
(Et)wnlczak = (Gr_”gr)walczak & (st)kuln = E (U!_"Ur)kuln

i po wstawieniu wynikéw z zadania 1 mamy dla » = 0,3

8uf6 = (1—¥)[(2—v) ~ 0,41 .
W praktyce istotniejszy jest warunek (a) i tak zazwyczaj ksztaltujemy potaczenie kulistej czaszy i wal-
czaka.

3. Poddany ci$nieniu p = 2 MPa zbiornik ztozony z owaloidu ABC i czaszy kulistej wzmocniony
jest w zatomie C pierscieniowa przepona (rys. 12.28). Jaka ma by¢ jej grubos¢ 4, jesli wymagany wspol-
czynnik bezpieczenstwa n, = 1,5, za§ R, = 300 MPa?

Rozwiazanie. Wzorujac si¢ na rys. 12.26 wyznaczamy z wzoru (c) poosiowa sktadowa n’ = n’’
oddziatywan (g, 90) i (o, 0)”’

n’ =n'" = pb/2 =2:10°.0,52 = 0,5-10° N/m,
.a nastepnie z wzoru (d) przy o’ = 60° i o’ = 30°

g = n'(ctg 60°+ctg 30%) = 0,5-10°[(1/3/3) ~V/3] = 1,155-10° N/m

2
@or Ay ®%" =25 (1 i)
i

Am rf\ - 75‘ = E_;::"&/ &c‘f?a—..%-_ = A
G }k’ & [7F ‘3 G{,‘_ §
: L7 N
g #0,5m ¥
=60 g o"=30° qu%l;o_Rs&u

Rys. 12.28. Analiza pracy zalomu i zbiornika owaloidalnego

jako promieniowe obciazenie pierScieniowej tarczy (przepony). Wykorzystujac z kolei wyniki z rys. 11.6,
przy S, = g/0, mamy z wzoru (e) art. 11.2 po przeksztalceniach
2-1,155-10%-0,52-1,5

2gb  __ 2qb*n.  _ =1,53:10"2 m = 15,3 mm.

§ = -
(B2 —a®) 0,y (b*—a® R,  (0,52—0,252)300-10°

4, Zbadaé¢ rozklad naprezenn o, i o, w owaloidalnej czesci zbiornika z zadania 3. Grubosé
$cianki d = 1 cm.
Odp. Wyrazajac wszystkie wielkosci w funkcji kata «:
r=Rsinac—c, 0= DO, = (Rsin x—c)/sinc, p, = R = const,

mamy z wzorow (12.12) i wzoru (a)

PR ¢ _pRfy o el
% 28 ( Rsina)’ o 28 ( R* sin® o

Przebieg tych naprezen wzdiuz luku ABC podaje rysunek. Niebezpieczny jest punkt B, w ktérym o =
= 90°, a wartosci
(6,)p =~ 77 MPa, (v)s ~ 124 MPa, 0 =~ 105 MPa.
5. Kulisty niewazki zbiornik oparty na cylindrycznym ptaszczn CC (rys. 12.29) wypelniono ciecza
o gestosci g, przy czym nadciénienie po = 0. Wyznaczy¢ przebieg naprezen o, i o, w zbiorniku oraz ok-
reslic sile obwodowa w pierScienin C.

(6,6)+6,8)

e 7

e

- 52/5=10m =

) statyka
obraz ustroju obcigzenie okreslenie sity P przebieg d, i 4 pierscienia C

Rys. 12.29. Analiza napieé¢ w zbiorniku kulistym

23 Wytrzymalosé materiatow
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Rozwiazanie. Obciazenie zbiornika stanowia: reakcja ptaszcza CC réwna ci¢zarowi cieczy P, —
= 4nR® pg/3, o natezeniu
n =P 2xrc
oraz ci$nienie réwne cigzarowi stupa cieczy o wysokosci z4
Prx=0824 =0gR(1+cos ).

Dla dolnej czgsci ptaszcza wypadkowa sita P obliczona podobnie jak przy formulowaniu wzoru (a)
1 podstawieniu r = R sin & jest

[a4 o
P= [ pydr2ni—P. = [ 9gR(1+cos ) 2nR sin & Rcos & dx—P, =
o (]

= (r/3) 0gR? [5—cos? & (3-+2 cos a)]—(4r/3) 0 gR>.

Gdy kat & < o, wOWCzZas we wzorze powyzszym nie ma ostatniego sktadnika, czyli sity P.. Uwzgle-
dniajac to mamy z wzoru (12.12b)

—~ 2
G 0gR (5

o 66

Podstawiajac te wielkosci do rownania (12.12a) znajdujemy

2 cos? «
), gdy o < ac, Op

_ eR* (143052_“
1+4cos «

, gdy « > oc.
60 l—cosoc) e ~og

ey 2 2
= ogR* 1+7cosat+4cos?w L
66 1+4cos

0gR* Stcosa—4cos’x

o, =
64 1—cos ~

» gdy o> xc.

Podane na rysunku przebiegi o, i o, wykazuja przeskoki na podparciu CC, przy czym o, zmienia nie
tylko wartos$¢, lecz i znak. Widaé, ze niebezpieczne jest miejsce tuz powyzej pierscienia CC. Biorac
dane liczbowe jak na rysunku i o = 30° mamy r

o, = —83 MPa, o,=175 MPa, 0;q= 228 MPa.

Raptowny wzrost wartosci ¢, i 6, w otoczeniu pierscienia CC mozna zmniejszy¢ zwigkszajac rc. Dajac
na przykiad re = 7,1 m, czyli «c = 45°, zmniejszamy wartos¢ o..q okoto dwa razy.

Na obciazenie jednostki dtugosci pierécienia skladaja si¢: roznica sit wynikajacych z przeskoku
wartosci o,

Ve 5)’7(0 8y = 0gR? (5+ 2 cos? ac) _ ogR? (1_ 2 cos? ac) __ 20gR?
P P
6

1+cos ac 6 1—cosac 3 sin? &c
oraz pionowa reakcja plaszcza n. Eatwo sprawdzié, ze pierwsza z tych sil jest rowna n/sin ac, a wypad-
kowe obciazenie na jednostke dlugosci g = nctg xc jest poziome, czyli dziala w plaszczyZnie pier-
scienia 1 wywoluje w pierscieniu $ciskajaca site obwodowa
N = grc = (P./27) ctg «c = 20g R3 ctg o3 = 11,32-10% kN,

6. Jak zmienia sie wyniki poprzedniego zadania, jesli na swobodna powierzchnig cieczy dziata nad-
ci$nienie pg?

Odp. Naprezenia o, i 0, wzrosna o poR/26 (zasada superpozyciji).

12.5. Osiowosymetryczne zginanie rury kolowej
Omawiajac blonowa teorie powtok podano przykltady (rys. 12.251 12.26), gdy jej wyniki

sq sprzeczne z fizycznym obrazem zjawisk. Sprzecznosci te znikaja, jesli uwzgledni¢ po-
minieta dotychczas sztywnoéé powloki na zginanie. W tym jednak ujeciu zadanie staje si¢

..
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ztozone i dlatego ograniczymy si¢ do analizy cienko$ciennej rury kotowej przy obciazenin
osiowosymetrycznym, wywolujacym osiowosymetryczny stan przemieszczen  iv(x)
(rys. 12.30).

:ﬁ’le::

et L Sy W e i i b o
N A A

Rys. 12.30. Obciazenie rury i obraz wysitku przekroju elementarnego paska

Aby to zadanie rozwigza¢ w prosty sposob, wydzielmy z rury nieskonczenie waski
pasek AB i potraktujmy go jak belk¢ majaca ugiecie w(x). Obciazenie tej belki wywoluje
w jej popizecznym przekroju moment gnacy o natgZeniu m, Nm/m i sife tnaca o natgzeniu
t N/m. Na obcigzenie to sktadaja sie nie tylko znane sily g, ds, p(x) ds, lecz i niec pokazane
na rysunku oddzialywania sasiednich paskéw. Aby je okresli¢, rozwazmy odksztalcenia
poprzecznego przekroju C badanego paska, gdy po obciaZzeniu zajmie on polozenie C’
(rys. 12.31). Szerokos¢ ds paska zmienia si¢ na ds (r+w)/r, a wiec doznaje wydtuzenia
wzglednego

& = wlr, ()

Rys. 12.31. Obraz odksztalcenn paska i wysitku oraz naprezen w elemencie powloki

co odpowiada istnieniu obwodowej sily, ktdrej nat¢zenie na jednostke dtugosci w kierunku
osi x jest

n, = Eg; 0 = Edw[r N/m. (b)

Z rysunku widac tez, ze kat dff miedzy bokami ab i cd zostaje po odksztalceniu ten sam.

Sytuacja ta jest podobna jak w cylindrycznym zgigciu plyt (rys. 12.18) i oznacza istnienie

23*

|
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na wzdtuznych bokach paska dodatkowych naprezen normalnych niezaleznie od tych,
ktore odpowiadaja sile n,. Te dodatkowe naprezenia sa tak jak w plytach liniowo zmienne
wzdiuz grubosci 6 i daja wypadkowy moment o nateZeniu m, = vm, (wzér ¢ art. 12.3).
To z kolei powoduje, ze sztywnos¢ na zginanie elementarnej beleczki nie jest £53ds/12, lecz

Dds = E&*ds/12(1 —v?), ©

jak przy cylindrycznym zgigciu plyt, a zwiazek miedzy momentem poludnikowym m, i ugic-
ciem w(x) ma postaé

m,ds = Dds(d?w/dx?) lub m,= D(d*w/dx?). (@

W wyniku tych rozwazan pelny obraz obcigzenia i naprezen normalnych w elemencie
beleczki jest taki, jak na rys. 12.31, przy czym warto$ci naprezeri w warstwach skrajnych sa

6m,

6vm n
(Gp)eksu = ik IR © (0 )eksir = £ £ -

S (12.13)

Wyrazenia te poza nieistotna zmiana oznaczen roznia si¢ od analogicznych wyrazen
art, 12.3 skfadnikiem »,/6 odpowiadajacym sile n,. Widaé takze, ze zalezg one od ugiecia
w(x). Aby to ugigcie wyznaczyé, sformutujmy dla badanego elementu paska warunki
rownowagi. Jeden z nich — warunek réwnowagi momentéw w plaszczyznie potudnikowej
daje w wyniku

dm,/dx =t, (e)

a wiec zalezno$¢ identyczna z wzorem (5.2) dla belek. Warunek drugi — réownowagi rzutéw
sit na kierunek promienia

tds—(t+dtyds+pdsdx—n,dx (ds/r) =0,

daje po przeksztalceniach i skréceniu przez ds dv

dt/dx = p—(n,/r). (f)
Wykorzystujac wyniki (¢), (d) i (b) otrzymujemy dla D = const
d4w Eé
=M S 12.14
D At + 2 W=p ( )

Rozwiazanie tego réwnania daje szukana funkcje w(x) w postaci sumy dwoch skladnikow:
w(x) = wdx)+we(x). (12.15)
Sktadnik i(x) to rozwiazanie szczegdlne réwnania zalezne od funkeji p(x). Jesli ta funkcja

jest ciagla na danym odcinku rury, to w réwnaniu (12.14) mozna pomina¢ czton D (d*yv/dx*)
i wtedy

)
1, (x) & p(ELa’ , (12.16)

co odpowiada sytuacji, gdy plaszcz jest idealnie gietki, a rura pracuje w stanie btonowym.
Wezmy przyktadowo (rys. 12.32), ze p (x) = po sin (wx/l). Sciste rozwiazanie szczegolne rownania

12.14)

_Por? g w1
e () = s S R D Eor)
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rozni sie od wartosci z wzoru (12.16) skladnikiem

mpr2  wt (L‘),)Z

E8I* 12—\ 2/’

ktorego warto$¢ w porownaniu z jednoscia jest dla cienkosciennych rur bardzo mata. Dla przyktadu,
gdy [ = 5r, r =105, v =03, skiadnik ten ma wartosé 1,4-10-*, a wiegc jest bez znaczenia.

qrx

p(x)fposin - —‘m _Pp
-k' i /// ey
A/I"( T f m Tlh N8
- A—— 1
e e s i | ey e —— N =———t
B
e Whrax |
) Y 0
2 2

Rys. 12.32. Przyklad rozwiazania szczegolnego

Drugim skladnikiem jest rozwigzanie ogdlne wo(x) uproszczonego réownania (12.14),

ktéremu nadajemy postaé
wo +4k*wo =0, (12.17a)

gdzie
Es  3(1-v) 1
Taprr 2 m* UZ1T0)

k4

Latwo sprawdzi¢, Zze funkcja iro(x) jest
wo = C, e **sinkx+C,e**coskx+ Cye*¢=Isink(l-x)+C,4 e "= cosk(l—x),(12.18)
przy czym Cjy, ..., C, sa statymi catkowania, a [ — dowolnie obrana diugos$¢, na przykiad

cala dlugo$é rury. W tej postaci funkcja wo(x) ma charakter drgafi ttumionych wychodzacych
z brzegéw x = 0 i x = /. Dla przykladu, gdy C, = C; =0, a C; i C, sa tego samego

=k
G Wy =Gyecoskr x=l-x
I yew 8

= o R
1

'Xfﬁ
~THT]
w0=(,j,e‘m‘”msk(£-x)\L G
< =5 5

Rys. 12.33. Typowy przebieg funkcji wo rozwiazania ogo6lnego

rzedu, to widaé (rys. 12.33), ze ,,zaburzenie” C, wychodzace z brzegu x = 0 nie dociera
do brzegu x = /i na odwrét w odniesieniu do ,,zaburzenia” C,. Latwo przy tym ustalié
diugo$¢ x, przy ktorej (wo),—r, ma wartos¢ pomijaing, np. (Wo)s=x, = 0,01 (Wg)x—o. Trak-
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—

tujac bowiem czynnik e¢™** jako ,,amplitude” i biorac poprzednie kryterium mamy przy
v=203

e** =001, skad xo= —(In0,01)/k~3,5,/r0 . (®)

USwiadamiajac sobie, ze wo(x) jest obrazem odksztatcen  powloki obciazonej tylko na brze-
gach (p = 0), widzimy, ze gdy dlugosé rury [ > 3,5 /;-6, wowczas z techniczng doklad-
noscig state C, i C, mozemy okresla¢ z warunkow na brzegu x = 0, a state C; 1 C, z wa-
runkéw na x = /. Tymi warunkami narzuconymi dla calej funkciji w(x) moga by¢ albo
warunki geometryczne, albo statyczne. Dla przykladu, na utwierdzonym brzegu B
(rys. 12.30) catkowite przesunigcie w oraz pochodna dw/dx sa réwne zeru, czyli
(M= =0, (dw/dx),_; =0, (h)
a na brzegu 4, gdzie znamy wysilek przekroju m, = 0i t = ¢, mamy zZ wzZorow (d) 1(e)
zaleznosci
D(dzw/dxz)x:(, =0 5 D(dBl"’/dxa)x=O ={o> (l)
w ktérych w = w,+w, okreslamy z wyrazen (12.16) i (12.18).
Z powyzszych rozwazari wynika tok rozwiazania. Etap pierwszy to okre$lenie Wy,
etap drugi to sformutowanie warunkéw brzegowych i okreslenie z nich wariosci Cps - @

Etapem koricowym jest obliczenie z wzoréw (b) i (d) wartosci n, i n,, a Z wzoréw (12.13)
wartosci o i ocena bezpieczenstwa.

Zadania

1. Zamkniety nieodksztalcalnymi dnami dtugi zbiornik (rys. 12.34) poddany jest ci§nieniu p. Wy-
znaczyC¢ przebieg naprezed o, i 6, w zbiorniku.

(d\v)
4 | W r2
A (6 B GA Wl f =i
/REREEIT SRR Ry B THTT
el 53 a
Iy vevy ¥ vivy3¥0 PEERRAR:

e e e

Rys. 12.34. Analiza zbiornika ze sztywnymi dnami

Rozwiazanie. Rozpoczynamy od wydzielenia btonowego stanu napie¢ i odpowiadajacych mu
odksztatcer rury. W stanie tym, jak wiemy z zadad 1 i 2 poprzedniego artykulu,
=prfd, o =pr20, & =prQ2—"2ESJ,
a przesunigcie w, = ré, i kat diw,/dx sa

72 .
\ w, = P22 —2) & const A Gre &

2E6 dx

Istnienie nieodksztalcalnych den 4 i B powoduje powstanie oddzialywan 1,4 1 go 0 nie znanych na razie
wartosciach. Odpowiadajace inm odksztalcenia wo i dwo/dx sa takie, ze na brzegu x = 0

(W)s=0 = (Wo)xmo+[pr22—1)/2ES] =0,  (dw/dx).—0 = (dwo/dx)x—o+0 =0,
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i podobnie na brzegu x = I. Z racji duzej dlugosci rury, mozna rozdzieli¢ role stalych C; i C; od statych
Cs i C4, wobec czego na brzegu x = 0 mamy z zaleznosci (12.18)

(Wo)x—0 = C2, (dwo/dX)s—0 = C1 k—C> k.
Wstawiajac te wyrazenia do warunkow brzegowych mamy
C, = Cy, = —pr2(2—v)[2E0,

skad okreslamy przemieszczenie wo:

D (Te) e*(sin kx--cos kx
L 2E6 ¢ )
a z wzordw (b) 1 (d) sity n, i momenty m,:
] pro2—v) :
"y, = pr(Z. ) e~* (sin kx+cos kx), m, = 7‘“/3(17_”2) e ** (cos kx—sin kx).

f

Przebieg wo, a wiec i n, oraz m, w funkcji zmiennej kx wskazuje (rys. 12.35), ze utwierdzenie brzegéw

% 1 2 5 /—’;7750“
° Il
2 ® " 3t
-05 W0+»3- pri(2-v)
f " TE‘\_
“10 MMMMMMM

Rys. 12.35. Odksztalcenie wo 1 moment m, stanu zgieciowego z rys. 12.34

rury powoduje tylko lokalne zaburzenie stanu blonowego. Odpowiadajace temu zaburzeniu wartosci
G, i 0, obliczone z wzoréw (12.13) superponujemy z wartosciami o, i O‘: stanu blonowego. Dla przykladu,
w przekroju x = 0 momenty m,, vm, = m, oraz n, daja przy » = 0,3 obraz naprezeni jak na rys. 12.36a

a)
pré(2-v)

301-99 i}

7 "~ vpro(2-v)
AV3(1-vD)

Rys. 12.36. Obrazy naprezen w elemencie rury z rys. 12.34 dla x =0

i wtedy z obrazéw catkowitych naprezen (rys. 12.36b) widzimy, ze niebezpiecznym miejscem jest we-
wnetrzna powierzchnia zbiornika, gdzie

s, = 1/02-6,, oi-0r ~ 1,82 pr/S .

Wartos¢ ta jest przeszto dwa razy wigksza niz w stanie blonowym (patrz zadanie 2 art. 12.4).
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Warto$¢ obciagzenia g, wyznaczamy z wzoru (¢)

go = (D)ze0 = (—Ldm ) O an@-o- k (675 cos kx)zmo = —l/—wp ré 2—v)
B dx x=0 i

2y30—%) 2Y/30 =)
Wida¢, ze go < 0, co zgadza sie z fizycznym obrazem.
2. Znalez¢ ekstremalna warto$é o,.q4 w Turze z zadania 1, gdy kx = /2 i v = 0,3.
Odp. Na zewnetrznej powierzchni .4 ~ 0,874 pr/d.
3. Jaki wplyw na wartosci ekstremalnych naprezen ma niedokladno$é wykonania blach AC i BC
diugiego zbiornika (rys. 12.37), powodujaca, ze na ich styku wystepuje mimosrod e?

A L9 ¢ 8
11 i
- —— e 3 i ._g_
{
el R ey —

my=pre/2

Rys. 12.37. Analiza mimosrodowosci polaczenia blach plaszcza

Rozwigzanie. Wprowadzajac, jak pokazuje rysunek, dwie przeciwne sily o natezeniu pr/2, za-
pewniamy w kazdej czesci AC i CBblonowy stan napiecia, na ktéry mimoérod e nie ma zadnego wplywu.
Aby wroci¢ do rzeczywistosci, gdy takich sit nie ma, musimy zbiornik obciazy¢ odwrotnym ukladem
sit, dajacym na calym obwodzie przekroju C obciazenie momentami o natezeniu nio = pre/2. Z racji
symetrii ustroju moment ten dzieli si¢ po potowie na lewa i prawa cze$é, przy czym odksztalcenie (wo)v_o =
= 0. Wynika stad, ze w przekroju bardzo bliskim Cjest n1, = m,/2 = pre/4,a n, = 0. Obliczone z (12.13)
wartosci

o, = F3pre/26%, o, = F3rpre[26?

naktadaja si¢ na naprezenia stanu blonowego i w wyniku
(O-D)calkowile i (p)/2(3) [1—'—(3(3/(5)] ’ (Gl)cnlkowile = (P"/(S) I_l+(3)’€/26)] o

Dla przyktadu, gdy e = §/3 i » = 0,3, wdwczas (T catkowite = Pr10, (6. 1powive = L,15pr/0, @ 6rq =
= 0,942pr/é, a wicc wzrasta o okoto 99 w porOwnaniu z wartoscia 6,.q odpowiadajaca idealnemu wy-
konaniu.

4. Na bardzo dluga rur¢ dziala w przekroju A4 promieniowe obciazenie g, N/m (rys. 12.38). Wy-
znaczy¢ przebieg w(x), my(x) 1 £(x).

‘10/ 2

Rys. 12.38. PierScieniowe obciazenie rury bardzo dtugiej
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Rozwiazanie. Rozetnijmy myslowo rurg w przekroju 4, dzielac przy tym na polowy obciazenie g,
i uwidaczniajac nie znany na razie moment myo. Z racji symetrii kat dwo/dx w przekroju A jest rowny
zeru, a wedlug umowy z rys. 12.31 sita tnaca (£)x_o = —go/2. Tak wiec dla prawej czesci

(dwo/dx) s =0, D (d*wo/dx?)mg = —qo/2,
skad przy wykorzystaniu wzoréw (12.18) i uwzglednieniu, ze C3 = C,= 0, mamy dwa réwnania
Cik—Ck =0, 23D(CiHCy) = —qo/2.

Ich rozwiazanie daje C, = C, = —qo/8k*D, wobec czego
— i do e—kx 5 .
w(x) = wolx) = *8k3D ¥* (sin kx+cos kx)‘,
a z wzorow (d) i (e)
d?w qo_ . _kx : dm o ._
m —D———~+*—e *(cos kx—sin kx), =" — kx ¢
b P a7 ( ) = 5 €7t cos kx .

Przebiegi tych wielkosci wskazuja (rys. 12.39), ze ekstremalne wartosci w, n,i t wystepuja dla x = 0

Wekstr = s (’"p):ks(r = ﬂ (t)ckslr " ’@

_ Yo
8k3D 4k’ 2

i sa podobne do omdwionych w zadaniu 1.

wp(X) w9 #=0
0 ; kx
Wdast— [V 323I >
it Mydesiy \\%
N\UJJ.L-L-““" kx
t(x) %
1 g kX

~0/2

Rys. 12.39. Wynik rozwiagzania zadania 4 Rys. 12.40. Przyblizona ocena wplywu zalomu
5. Wykorzystujac tok rozumowania jak w zadaniu 3 i wyniki zadania 4 okreslié wptyw na wartosé
naprezen niewielkiego zalomu o kat f plaszcza zbiornika cisnieniowego (rys. 12.40).
Odp. Po wprowadzeniu w przekroju C zalomu dwdch przeciwnych obciazen go = prf/2 wydzie-
lamy cz¢$¢ odpowiadajaca jak ma rys. 12.26, blonowemu stanowi napiegcia, w ktérym

o', = pr/§, a,,!: prj26,
Pozostale obciazenie, przy pominieciu lekkiej stozkowatosei czesci plaszcza, jest takie jak w zadaniu 4
dla ktorego
(M )exsir = qo/dk ~ prpi8k, (1) cxstr = ¥ (1) exsir. = vprp/8k ,
a ekstremalne naprezenia przy podstawieniu & z (12.17b) i » = 0,3

’

Gp = %6 (M)exsts/0* =~ £(0,586) (pr/O) Vi[5, o — 0,30

I4

moga by¢ znaczne z uwagi na czynnik ]/; /0 (patrz wzér f art. 12.4). Catkowite naprezenia sa suma oby-
dwoéch rozwiazan () i (7).

P —

R R R R R R R O —

e -
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13.1. Schemat statyczny. Zginanie preta
o przekroju otwartym

Poza oméwionymi w rozdz. 11 i 12 przykladami ustrojéw cienko$ciennych, jak tarcze,
plyty i powloki, do tejze klasy konstrukcji naleza stosowane powszechnie prety cienko-
§cienne. Taki typowy pret (rys. 13.1) sklada si¢ z pryzmatycznego plaszeza o tworzacych

b)

Rys. 13.1. Obraz budowy preta cienkosciennego
a) typowyrprgt o przekroju otwartym z zebrem ramowym I, tarczowym II i kratowym III, w ktérym zakreskowana
czes¢ ma podwojna rolg: zebra i plaszcza; b) pret rurowy.

réwnoleglych do osi preta i Zeber poprzecznych do tej osi. Grubos$é¢ & plaszcza jest przy
tym wielokrotnie mniejsza od diugosci s konturu jego przekroju poprzecznego. Z kolet
dlugosé s, jest znacznie mniejsza od dtugosci I preta. Zebra preta maja postac cienkoscien-
nych plaskich przepon badz ram lub kratownic. Zebra te cechuje bardzo duza sztywnos¢
w ich plaszczyznach, a jednoczesnie duza wiotkos¢ w kierunku do tych plaszczyzn prosto-
padtym. Jesli kontur przekroju nie jest zamkniety (rys. 13.1a), to mowimy, ze pret jest
o przekroju otwartym, jesli za$ tworzy on linig zamknieta, to pret nazywamy rurq (rys. 13.1b).

Gdy na pret dziata obciazenie, wowczas w jego ptaszczu powstaja naprezenia, ktore
uwidaczniamy wycinajac my$lowo element off (rys. 13.2a). Z racji cienkosciennosci ptaszcza
przyjmujenty, ze sg one réwnolegle do Srodkowej powierzchni plaszcza i réwnomierne wzdluz
jego grubosci 6. Obraz ten rézni sie od obrazu naprezen w powloce (rys. 12.22) lub tarczy
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(rys. 11.2) tym, ze w precie mogg istnie¢ napreZenia styczne 1, ktérych nie bylto w tamtych
przypadkach. Z doktadniejszej ponadto analizy okazuje sie, ze naprezenia o, w kierunku
poprzecznym do tworzacych sa pomijalne w pordwnaniu z pozostatymi, czyli o i1 7. Utarlo
si¢ wyraza¢ te naprezenia przez tzw. wydatki normalne n, i styczne q zdefiniowane jako

n,=0.9, ¢=1d. (13.1)

c! netdx

: W/// -A‘t
RTEE  ais

Rys. 13.2. Stan napiecia w elemencie ptaszcza

Wydatki te wyrazaja natgZzenie sily normalnej lub stycznej odniesione do jednostki dtugosci
mierzonej w odpowiednim kierunku na powierzchni §rodkowej ptaszcza. Z symetrii na-
prezen stycznych wynika przy tym, ze wydatki styczne na prostopadlych do siebie Scianach
sq rowne. Jest takze oczywiste, Zze znajac wydatki n, 1 ¢ mozemy z (13.1) wyznaczyé o, i t.
Udowodnimy teraz, ze wydatki n, i ¢ sa od siebie zalezne. W tym celu przyjmijmy,
ze n, jako funkcja x i s jest znane, i ze ich obraz na bokach bede i b'c’d’e’ plasterka plasz-
cza dx jest taki, jak podaje rysunek. Przyjmijmy ponadto, ze wydatek ¢ = g, na krawedzi bb’
jest znany. Aby okredli¢ wydatek ¢, w obranym punkcie /n konturu, przetnijmy dodatkowo
plasterek wzdtuz mm’, przez co uwidoczniony zostaje na tej krawedzi szukany wydatek g,.
Formutujac dla czesci bem warunek réwnowagi rzutow sit na o§ x mamy réwnanie »

qsdx—q,dx+ ‘ dn,ds=0 (@)

z catkq wzdtuz konturu bem réznic elementarnych sit (ny+dn,) ds i n, ds na przekrojach
b'c'm’ i bem. Przeksztalcajac réwnanie (a)

dn,
dx

qs = qp — ds (13.2)

otrzymujemy szukang zaleznos¢ g od n, (x, s) oraz wydatku g, na brzegu b, czyli dla s =[O.
Warto zauwazy¢, ze sposéb jej sformutowania stanowi wierna kopie postgpowania po-
danego w art. 5.6 polegajacego na wprowadzeniu dodatkowego przecigcia w wyizolo-
wanym plasterku (rys. 5.39).

Zbadajmy z kolei przypadek, gdy pret o przekroju otwartym ulega zgigciu poprzecznemu
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(rys. 13.3). Wedtug wzoru (6.1a) naprezenia normalne o okre$lone w ukladzie gtéwnych
osi y 1z sg
M,z M.y

Sl T T I

y

wobec czego wydatek normalny n,

e Ve o O (13.3)

szczegot ,m”
Qs ds

7Y \ee
il

gsdssina
~

Rys. 13.3. Naprezenia przy poprzecznym zgigciu otwartego preta cienkosciennego

Wstawiajac to do (13.2) i uwzgledniajac, ze na swobodnej krawedzi b jest g, = 0, otrzy-
mujemy

[ dM, f aM, ). TS®  T,s®
== (=S ) ds— | [ = S22 ys)ds = 222 11 ;
g, Of( = 6)ds 0 ( = yr) s o , (13.4a)

y J:

gdyz z wzoru (5.2) mamy dM,/dx = T.,dM_/dx = T,, a calki
SO = [ zads, S = [ ysds (13.4b)
0 0]

przedstawiaja momenty statyczne wzgledem osi y, z pola przekroju miedzy krawedzia
swobodng b a badanym punktem m.

Dzielac g, przez grubo$é § w badanym punkceie, doprowadzamy do formalnej zgodnosci
z wzorem (5.18) dla naprezen t w belkach o zZwartym przekroju, z tym ze rolg b. spelnia
tym razem grubo$¢ 8. Réznica tkwi w tym, Ze w precie cienkos$ciennym kierunek t, a wigce
1 g, jest styczny do konturu, bo taki jest mechanizm pracy plaszcza. Na skutek tego obraz
wydatkow g, jest jak na rysunku. Zauwazmy przy tym, ze ¢, na drugiej swobodnej krawe-
dzi e, gdy s = s, jest réwne zeru, gdyz momenty statyczne pola calego przekroju wzglgdem
centralnych osi sa

S MR G (b)
Przy badanym tu zgicciu poprzecznym wydatkom g, odpowiadaja wypadkowe sily

tnace 7. i T, jako skladowe wysitku przekroju. Z faktu tego wynika, Ze;
a) suma pionowych sktadowych, czyli ¢ ds sin «, elementarnych sit g, ds jest téwna 77,
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b) suma poziomych sktadowych, czyli ¢, ds cos o, elementarnych sit ¢; ds jest réwna 7,
¢) suma elementarnych momentéw ¢, ds ¢ wzgledem dowolnie obranego punktu O
jest réwna momentowi T, e.— T e, wypadkowych sit T, i T; wzgledem tegoz punktu, czyli

S,

T, . [~
f 4sdsg = > f sVods+ - { SO pds = Tye.—Toe,. (©)
= ¥y J
0 (1]

Mozna udowodnié, 7ze przy ¢, danym z wzoru (13.4) warunki (a) i (b) sa spetnione tozsa-
mosciowo. Aby natomiast speini¢ warunek (c) przy dowolnej kombinacji wartosci 7, 1 T,
np. T, # 0, T. = 0 itp., wielkosci e, i e. musza by¢

1 . ) g ] :
e, = — — f S¥ods, e = L f S¥ods. (13.5)
7 s s

Tak wigc przy poprzecznym zgieciu prgta o przekroju otwartym sita poprzeczna o skla-
dowych T, i T. musi przechodzi¢ przez pewien szczegolny punkt SP przekroju, tak zwany
Srodek sif poprzecznych, ktérego wspotrzedne wzgledem punktu O sa e, i e, 1 sa niezalezne
od wartosci T, i T,. Jak zobaczymy, punkt ten nie pokrywa sie na ogdl ze Srodkiem
cigzkosci SC. Jego znajomo$¢ jest istotna dla analizy, gdyz umozliwia rozbicie ogdlnego
obcigzenia preta na dwa (rys. 13.4). Pierwsze z nich, w ktérym sily poprzeczne przylozone

Rys. 13.4. Rozklad obciazenia na zginajace i skrecajace

sa w Srodkach sit poprzecznych odpowiednich przekrojow, stanowi omdwione zgiecie
poprzeczne. Drugie zadanie sktadowe przedstawia skrgcanie cienko$ciennego preta omé-
wione osobno w art. 13.3.

Zastosowanie podanych zaleznosci przesledzimy na przyktadzie preta, na ktéry w ba-
danym przekroju dziata sita 7T, (rys. 13.5) i ktérego moment bezwladnosci

21':7/70

5= (érdﬂ)("sinW=[(n—ﬁo)+ SMﬂO] 5.
Bo 2

2

Poniewaz mamy tu 7, = 0, a moment statyczny dla czeéci bm

;
S = f (0rdp)(rsin ) = r2d(cos o —cos f),
fo
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45" 80® 135" B,

wykres e, /r=1(fy)

e
"

Rys. 13.5. Przyktad okreslenia ¢ i polozenia srodka SP

zatem wydatek g, w badanym punkcie m jest wedtug (13.4)

TSP T.r?
R

Przebieg g, w funkeji kata f podaje rysunek. Poniewaz g, > 0, zatem zgodnie z poprzednimi

rozwazaniami zwrot g, jest przeciwny do obranego od b do m obiegu po konturze Wy-
padkowa tego wydatku jest

qs (cos fip —cos ).

2rn—Bg 27—4g,
T, 136 ) o T,
f —gs,rdpcosf = i f (cos f—cos fiy)cos fdf = I.rs (71-_/}0+M)
2 Jy 8 Jy 2
0 o

1 widaé, Ze jest ona rowna 7., jak by¢ musi. Polozenie tej wypadkowej, czyli $rodek SP,
okreslimy najprosciej, obierajac punkt O w srodku kola, gdyz wtedy o = r = const.
Z wzoru (13.5) mamy
2.‘:—;70
1 T— 5 i
ey = —— 128 (cos fo—cos B)r-rdff = —4r (= Po) 005 flo +5in By

J, 2(mw—fo)+sin 2f,
By

Poniewaz e, < 0, odlegtos¢ t¢ wigc odmierzamy od punktu O przeciwnie do zwrotu osi y,
a wigc na lewo. Widag¢, ze §rodek sil poprzecznych lezy na zewnatrz konturu, co jest reguia
w pretach tego typu.

Druga wspolrzgdna Srodka SP, czyli e., jest tu rowna zeru. Dla przekroju bowiem
symetrycznego momenty statyczne S w symetrycznie polozonych punktach maja wartosci

przeciwne i gdy punkt O lezy na osi symetrii, to suma przeciwnych skladnikéw S&

i —S% ods jest réwna zeru.

pds

Zadania

1. Co zmieni si¢ w przyktadzie (rys. 13.5), gdy zmieni¢: a) obieg po konturze, czyli i§¢ od e do b;
b) zwrot osi y?

Odp. a. Wartos¢ Sf‘) w badanym punkcie m zmienia znak i g; < 0, co oznacza, ze g, ma zwrot
zgodny z zalozonym obiegiem; tak wigc obraz g, zostaje ten sam.
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b. Zmienia si¢ znak we wzorze (13.5), bo dla e, > O jest teraz moment T.e, >0, a polozenie
SP na obrazie przekroju nie zmienia sig.

2. Okreslic rozktad g; w profilu (rys. 13.6), gdy 7. = 10 kN.

Rozwiazanie. Rozpoczynamy od obliczenia momentu J,

2
J, ~ 7‘52_ (20 — (h—2h1)*] - %‘3 — 1993 em*,

a potem obliczamy momenty S;S). I tak dla punktu mi

S;‘) =5, 0 (h+s5,—2h)/2,

"”#Mm}]}mé% p_ . ¢
F"a o B L

E - -ﬁr E
| 'f -
ol i = £ T \M I}E
FR ST
Q=G5 95 =Ac Ley > z
Rys. 13.6. Przykiad obliczenia ¢, Rys. 13.7.

podstawiajac do (13.4) mamy ¢, jako kwadratowa funkcj¢s,. Dla punktu C, gdy s; = hy, otrzymujemy

ge = Tolh—hy) hy 820, = 10*-8-10-2-2-10-2-0,4-1072/2-199,3-10-% = 16 kN/m.
Podobnie okreslamy ¢s w innych punktach odcinka BC i w wyniku mamy wykres ¢, jak na rysunku
Z kolei dla punktu 72, moment S;,s) jest suma momentow dla odcinka BC i Cn,:

S;" = 0,5 (h—hy) hy 64 (s20h/2) )3

wobec czego gs jest liniowq funkcja s, i zmienia si¢ od obliczonej poprzednio wartodci g¢ do wartosci
gp dla s, = b, czyli
qp = T.[(h—hy) hy 6+b> h6]/2T, = 86,4 kKN/m .

Dla punktu n wreszcie mamy Sff’ jako sume trzech sktadnikow
S}f" = [(h—hy) hy /214 (bh6[2)-[s3 6 (h—s3)/2],

z ktorych dwa pierwsze to momenty statyczne odcinkéw BC i CD, a trzeci odpowiada odcinkowi Dms.
W wyniku g; jest kwadratowq funkcja s3, ktorej maksimum dla s3 = h/2 jest gy = 111,2 kN/m.

Identycznie mozna okresli¢ g; na odcinkach FG i GE. Poniewaz profil jest symetryczny, wydatki
te sg wiec rowne okreslonym poprzednio w symetrycznie polozonych punktach. W rezultacie obraz g
jest taki, jak podaje rysunek.

3. Jaki blad popelnimy oceniajac wartos¢  w profilu (rys. 13.6) wedlug wzoru (5.17), jak dla pro-
fili zwartych?

Odp. Wedlug wzoru (5.17) 7g = T./A = 10 kN/11,2 cm? = 9,0 MPa, tymczasem rzeczywiste
Tmax = qn/0 = 27,8 MPa, Taki wiec sposob oceny rzedu 7 nie jest w profilach cienko$ciennych wiasciwy.

4. Uwzgledniajac obraz g; (rys. 13.6) i fakt,! ze wypadkowa g, jest robwna T, oceniono rzad maksy-
malnej wartosci g, jako gs = T/h. Jaki blad daje taka ocena?

Odp. Tylko ~10%. Sposéb ten mozna stosowac i w innych profilach podobnego typu. Dla przykla-
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du w profilu (rys. 13.5), gdy flo = w/4, Scista wartos¢ gm.x = 0,6 T./r, a przyblizona ¢ = T./2r i blad
oceny jest ~20%;.

5. Wykorzystujac obraz g, (rys. 13.6) i wyniki zadania 2 okresli¢ polozenie $rodka SP bez stosowa-
nia wzoru (13.5).

Rozwiazanie. Obliczmy wypadkowe Ty, T, i Ts z wydatkdéw g; na bokach BC, CD, GE (rys. 13.7).
Ich wartosci sa

hy hy
. o, s:6(h—2h,+s)ds, T. (Bh—4h) k2 6
Ty =Ts = f gs dsy = 7, J ) = 12J, — ~ 0,147 kN,
o -

0

1, = cta) b _ 1604864 7.19-2 _ 359 (N,
2 2,
Obierzmy teraz naroze F jako punkt odniesienia O i obliczmy wzgledem niego moment sit T, ..., Ts.
Widaé, ze jest on
M, = (T:+Ts) b+T2 h = 0,29-0,07+3,59-0,10 = 0,379 kKNm

i ma zwrot wspoizegarowy. Ten sam moment My = M, musi da¢ sita wypadkowa T, = 10 kN, wobec
czego musi ona dziata¢ na lewo od 0, a jej ramig

| le,] = M,/T4= 0,03797m¥=[3,79 lcm .
Powyzszy sposob jest przejrzystszy od mechanicznego stosowania wzoru (13.5), gdyz daje jasny obraz
gry sit.

6. W profilach (rys. 13.8) $cianki sa plaskie i schodza si¢ v wezle 4 (rys. 13.8). Udowodnié, ze
wezet ten jest srodkiem sit poprzecznych.

Rys. 13.8. Rys. 13.9.

Rozwiazanie. Wypadkowa wydatkéw ¢’ w $cianie AB dziala wzdtuz linii 4B, podobnie wy-
padkowa z q’’ dziala wzdluz AE. Ich laczna wypadkowa, réwna sile tnacej, przechodzi wige zawsze
przez punkt A, ktéry wobec tego jest Srodkiem sit poprzecznych.

7. Udowodnié, ze w profilu punktowosymetrycznym (rys. 13.9) $rodki: cigzkosci SC i sit poprze-
cznych SP pokrywaja sie.

Rozwigzanie. Dla symetrycznie potozonych punktow m’ i m’’ wydatki ¢’ i ¢’” oraz promienie p”
o’/ sa rowne. Poniewaz momenty g’ p’ds i ¢”’ @°’ ds znosza si¢ i catki we wzorach (13.5) tez sa réwne
zeru, a wigc e, = e. = O.
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Drziatanie dowolnego uktadu obciazen poprzecznych wywoluje w badanym plasterku

takiej rury wysitek o sktadowych M,, M., M, T, i T, (vys. 13.10). Przyjmujemy, ze na-
prezenia normalne o (vys. 13.11) zalezq tylko od momentéw M, i M. i okreslone sa jak
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Rys. 13.11. Okreslenie naprezen o i wydat-
kéw gs w rurze

Rys. 13.10. Obciazenie i wysitek przekroju
w rurze jednoobwodowej

przy zgigciu poprzecznym pretow o przekroju otwartym, z wzoru (6.1a), a wydatki n,
z wzoru (13.3).

Aby z kolei okredli¢ wydatki ¢,, wprowadZzmy dodatkowe przecigcie BB’ badanego
plasterka rury. Na powstatych przy tym krawedziach BB’ i EE’ uwidocznione zostaja
wydatki g, i g, = ¢g,. W ten sposéb wyznaczenie gs W badanym punkcie m sprowadza sig¢
do znanego schematu (rys. 13.2) ze znana warto$cig n,. Wynik ostateczny rézni si¢ od
wzoru (13.4) tylko tym, Ze obecnie wystepuje rowniez sktadnik ¢g,, ktérego poprzednio
nie bylo. Wobec tego

S TS

13.6a
7. + 7o ( )

qs = qb+

gdzie S, S — momenty statyczne pola przekroju odcinka Brm.

Nie znany na razie wydatek g, wyznaczamy z warunku réwnowaznosci‘’’ sumy ele-
mentarnych momentéw ¢, ds o wzgledem dowolnie obranego punktu O i momentu M,,,
jaki wzgledem tegoz punktu daja sity 7., T, i moment M, (rys. 13.12), czyli

c T- c y T' c ]
Mw=fqsgdsqufgds+J—‘fS()st+J—’fS(:)gds. (a)
o Y @ 0

0]

() Pozostate warunki, tj. sumy rzutéw na osie ¥ i z, sa tak jak w profilach otwartych spelnione
tozsamosciowo.

24 Wytrzymato$é materialéw
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Rys. 13.12. Wydatki styczne w rurze jednoobwodowej

Zauwazajac, ze o ds = 2 dF, a suma takich skladnikow jest podwojonym polem F ograni-
czonym S§rodkowa linig konturu mamy

M, 1|7 ( T, [
qb=ﬁ"ﬁ[1 | seast fsﬁ')"ds]‘ (3
¥ 0 o

‘Wartosé ta podstawiona do (13.6a) daje odpowiedZ ostateczna.
Sam proces obliczen zaleca si¢ prowadzi¢ w dwoch etapach. W pierwszym okreslamy
wydatek ¢’ 1 moment M,'I

T, S  T38% T T, [
o= By T (s D[ sogas ®)
¥y z )'0 ':0

odpowiadajace profilowi otwartemu ze swobodnymi krawedziami w miejscu BE i tym
samym konturze co dana rura. Wykorzystujemy przy tym wszystkie uwagi z art. 13.1.
‘W etapie drugim obliczamy wydatek ¢, w miejscu przecigcia BE

4y = (Mw_Mé)/zF, (13'7b)
a nastepnie catkowity wydatek styczny
qs=dy+4q’. (13.6b)

Dla uniknigcia bledéw zaleca sie podawanie wynikéw kazdego etapu na obrazie prze-
kroju. I tak, po obliczeniu ¢" nanosimy te wielko$¢ na rysunek przekroju, co nastgpnie
ulatwia bezbledne okreslenie M,, Ta sama uwaga odnosi si¢ do g,.

Wartos¢ g, nie zalezy od miejsca, w ktérym dokonujemy myslowego przeciecia BE,
wplywa jednak na posrednie etapy obliczen. Jesli bowiem przeciecie to obierzemy raz
w jednym, a drugi raz w innym punkcie B, to w danym punkcie m (rys. 13.11) otrzymamy
rézne wartosei S, 1 S., a wiec rézne wartosci ¢, a nastepnie rézne wartosci g,. Koricowy
jednak wynik, tj. rozklad g, po obwodzie, bedzie ten sam. Charakter tego rozktadu zalezy
od rodzaju obcigzenia. Jesli na przyklad sity tnace sa réwne zeru (rys. 13.13a), to ¢’ = 0,
moment M,, = M, i wtedy

qs = q, = M/2F = const, (c)
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co jest powtorzeniem znanego juz wzoru (3.22). Gdy dziala tylko sita 7., bieg ¢, wykazuje
zmiang zwrotu (rys. 13.13b), tak Ze na czg¢sci obwodu jest on wspolzegarowy, a na drugiej
przeciwzegarowy. To samo jest w przypadku dziatania sity T,.

Rys. 13.13. Typowe rozklady wydatku ¢g; w rurze jednoobwodowej

Dziatanie momentéw gnacych powoduje ugiecie rury, ktére wyznaczamy jak dla pretéw
o przekroju zwartym (art. 5.8 i 6.1). Istnienie wydatkow ¢, powoduje skrecanie rury,
okre$lone wzglednym skreceniem © rad/m. Jego warto$¢ wyznaczamy stosujac ogoélna
metode z art. 9.4, przy czym jako ,,czujnik” bierzemy zespot dwu przeciwnych momentdw
ms=1Nm (rys. 13.12). Odpowiadajacy temu jednostkowemu obcigzeniu wydatek
g1 = 1/2 F = const. Przesunigcie wywotane dziataniem T, T, i M| jest y+1 = (t/G).1 =
= ¢,/GS, wobec czego praca elementarnej sily ¢, ds na tym przesunigciu wynosi

q1dsy-1=q,ds/2GFé. (d)

Zgodnie z ogdlna regula wyznaczania przemieszczen szukany kat O jest rowny liczbowo
sumie tych prac we wszystkich elementach badanego jednostkowego plasterka, czyli

1 [ gds
O‘WfT' (13.8)
0

Wynik (13.8) stanowi uogélnicnic znanej juz zaleznoscti (3.23), ktérg otrzymamy wstawiajac
w (13.8) wydatek g, = M /2F = const.

Podstawowym zalozeniem w przeprowadzonej tu analizie bylo, ze naprezenia o, zaleza
od M, i M, nie zaleza natomiast od M, czyli ze przy skrecaniu rury nie wystgpuja napre-
Zenia normalne. Jak wynika ze $cislejszych rozwazan, jest to stuszne, gdy rura jest dluga
i moment M staly lub tagodnie zmienny. Gdy rura jest krétka, istotny wpltyw na jej za-
chowanie si¢ przy skrecaniu odgrywa sposéb podparcia przekrojéw konicowych. W takim
przypadku, jak réwniez przy raptownych zmianach wartosci M, pojawiaja si¢ lokalne
naprezenia normalne zanikajace szybko w miarg oddalania si¢ od przekroju koncowego
badz od miejsca raptownej zmiany M. Zjawisko to ma identyczny charakter, jak opisane
w art, 2.1, zaklécenia rozktadu naprezen. Ich zasieg jest rzedu maksymalnego wymiaru:
poprzecznego rury. Jesli rura jest dtuga, to podobnie jak w pretach o przekroju zwartym,
tego zjawiska zaktdceri nie uwzglgdniamy w obliczeniach.

24*
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Zadania

1.. Wyznaczyé przebieg g, w rurze trojkatnej (rys. 13.14), ktérej obciazenie poprzeczne stanowi sita T,
‘'w wierzchotku C. !
Rozwiazanie. Po obliczeniu momentu J, = 680 cm*, poprowadzeniu myslowego przeciecia w na-
ToZu B, ustaleniu obiegu BCDE okreslamy dla takiego przekroju otwartego momenty statyczne S
I tak dla punktu m; mamy ’

SO 0,(b—sy sin)/2, przy czym tgo = bf2h = 0,375 .

flaliy N \BS
b FU A 8=1cm 0 T
L__ b=T5em =i L sy [0 3 kN/m

Rys. 13.14. Przyklad okreslenia g; w rurze tréjkatnej

Dla symetrycznie polozonego punktu m,, moment SI jest taki sam, a dla punktu m; na Sciance DE
S® = —s3 0,(b—s3)/2.

Majac S;” obliszamy’q’ z wzoru (b) w szeregu punktéw obwodu. Dla przyktadu w punktach B, Di E
otrzymujemy q, = g, = q, = 0, a w punktach C(s; = b/2sin &) i F(s3 = b/2)
, _ 10*:40-10-° kN P (— -10-¢
g = 1004010 _ g KN 102601070 g5 KN

680-10 m o 680-10—% m
Po. wr){st.w‘vaniu przebiegu ¢’ na obrazie przekroju obliczamy M; wzgledem naroza D, gdyz tak jest
mnajprosciej. Wypadkowa Tsc z wydatkdw g’ na boku BC jest ‘

b/2sin & b/2slna

Toe = f g dsy = Iy f s1 00 (b—5y sin &) o T, b3 8, — 8,36 kN,

J: 2 24 J, sin? «
0 (]

a jej ramig dziatania bcos & = 0,141 m, wobec czego
\

M, = 8,36-0,141 = 1,18 kNm .

Moment te_n tacznie z momentem 2Fg, odpowiadajacym nieznanemu wydatkowi g, musi by¢ rowny
momentowi T, h, czyli

go2F+M, =T, h,
skad dla 2F = bh = 0,03 m2 i A = 0,2 m mamy
3
@ = 27,4 kKN/m .

Poniewaz g, > 0, zatem zgodnie z umowa zwrot g, jest jak zwrot g’ na czesci BCD. Wypadkowy wy-
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datek g jest suma g, i g° (wzor 13.6b), a jego przebieg taki jak na ryshnku. Najwigkszy wydatek i na-
prezenia T wystgpuja w punkcie C, przy czym 2
7¢ = (¢9)¢/dc = 86,2-10%/0,5-10~2 = 17,2 MPa.

2. Jak zmieni si¢ tok rozwiazania zadania 1, gdy sita T, przytozona jest w $rodku cigzkosci (tys. 13.15)?
Czy przy takim obcigzeniu wzgledne skrecenie © jest rowne zera?

Rozwiazanie. Gdy myslowe przecigeie jest nadal w narozu B, wowczas obraz q’, wartos¢ Tac
oraz moment M; zostaja te same. Zmienia si¢ natomiast moment sity T,, wynoszacy teraz 10*-0,059 =
— 590 N m, wobec czego réwnania réwnowaznosci momentoéw

g, = (590—1180)/0,03 = —19,7 kN/m .
Warto$¢ ¢, < 0 oznacza, Ze zwrot ¢, jest zgodny z zalozonym obiegiem BCDB po konturze. Super-
pozycja g’ z rys. 13.14 i g, = const daje obraz g, podany na rysunku.

Rys. 13.15. Rys. 13.16. Rys. 13.17.

Aby okreslic wzgledne skrecenie ©, obciazamy przekrdj ,,czujnikiem” m; = 1 N'm, dla ktérego
wydatek g; = 1/2F ma zwrot zgodny Z ¢, na czesci GCG konturu, a przeciwny do gs na czeSci GDBG.
Na skutek tego przy obliczeniu catki (13.8) nalezy wziaé na pierwszej czesci g, > 0, na drugiej g; < 0.
Samo calkowanie rozdzielamy w nastgpujacy sposob:

fcq,ds=q,,f-%i+31—l fq'ds-l——élT fq’ds——;lz— fq’ds.
BC CD DB

Biorac qy = —19,7 kN/m i dlugos’ci bOk(’)W [BC = ICD = 0,214 m, IDB =b mamy

i ds lsc lep b 5
- L fep Y} — —19,8-10° N/m.
qbf 0 qb(él 01 62) /

o

Zauwazajac, ze f q’ ds jest wypadkowa sita z wydatkow ¢’ na danym boku, mamy przy wykorzystaniu
rys. 13.14 i zadania 1 ’

fqds= [q ds=836kN, fads= 2.41,3-0,15 — 4,13 kN,

"e cD DB
wobec czego warto$é catki we wzorze (13.8) jest

8,36:10° _ 4,13-10° _ g 5. 105 Nym,

[ g, ds = —19,8-10542 2——
.J q : 0,5 * 10_2 1 N 10_2
0
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Przyjmujac, ze rura jest stalowa (G = 7,7-10* MPa), mamy

9,5-10°

=2 _ —a4j. —a1ad g o930y
7,7-101°-0,03 . m o

Wartos¢ @ - 0 $wiadczy, ze obrot przekroju jest zgodny z m;. Widac¢, ze sila tnqca przylozona w $rodkw
cigzkosci przekroju powoduje na 0gdt jego skrecenie.
3. Obliczy¢ rozktad g, w rurze z zadania 1, gdy obciazenie stanowi sita 7. = 10 kN (rys. 13.16)
Odp. Z racji symetrii i przekroju, i obciazenia obraz qs musi by¢ tez symetryczny, wobec czego w pun:
ktaf:h Ci Fjest g; = 0. Prowadzac my$lowe przecigeie w punkcie C, mamy tam g — 0,a g, = T s© M,
obl;cgaﬁ)lf) jak dla profilu otwartego. Obraz g podaje rysunek, przy czym (gs)max = 34,2 kN/m, a-r,,:,, =v
=6, a.

: 4. Wykorzystujac wyniki zadania 3 okresli¢ rozklad qs, gdy sita 7. = 10 kN dziala w narozu B
rys. 13.17).

Odp. Obciazenie mozna przedstawié¢ jako superpozycje sity przylozonej w SC i momentu 7. bj2 =
= 750 N m. Wydatek g, odpowiadajacy pierwszemu obciazeniu jest juz znany,

momt?ntowi wydatek g, = T. b/4F = 25 kN/m = const. Calkowity wydatek g
przebieg jak na rysunku.

a odpowiadajgcy
it (]Sl+(]52v a jegO

13.3. Nieswobodne skrecanie profilu dwuteowego

Oma.lwiajacc pracg profilu otwartego (art. 13.1) wydzielono jako osobne zagadnienie
skrecania. Powodem jest to, Ze przy skrecaniu tych profili obraz odksztalceri i naprezen
zalezy bardzo od sposobu podparcia preta. Jesli mianowicie momenty skr@cajqce przyto-
zone sa tylko na swobodnych koficach preta (rys. 13.18), to ten przypadek tzw. swobodnego

Rys. 13.18. Skrecanie swobodne

Rys. 13.19. Nieswobodne skrecanie dwuteéwki

skrecania jest juz znany z art. 3.6. Cechuje sie on tym, ze wzgledne skrecenie ©® = const,
oraz tym, ze w przekrojach poprzecznych istniejg tylko naprezenia styczne 1, ktérych
bieg przypomina krazenie cieczy. Przekroje poprzeczne nie zostaja przy tym plaskie, lecz
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ulegaja tzw. spaczeniu, jednakowemu na calej dlugosci preta (rys. 3.13). Pokazano tez, ze
przy skrecaniu swobodnym sztywno$¢ profilu otwartego jest matla, a warto$ci naprezen =
nawet przy matym obciazeniu moga by¢ bardzo duze.

Odmienny obraz otrzymujemy przy tzw. nieswobodnym skrecaniu, gdy przez stosowne
podparcie blokujemy swobodg spaczenia w jednym co najmniej przekroju preta. Przyklad'em
tego jest wspornikowy dwuteowy pret (rys. 13.19), w ktérym utwierdzony przekrdj 4
musi zostaé plaski, wobec czego kazda z pdiek profilu zachowuje si¢ jak wspornik9wa
belka zginana w plaszczyznie rownoleglej do xy. Z racji symetrii profilu ugigcia v, 1 v,
tych pétek sa przeciwne i maja wartosci

vy =ghf2, v, = —ghf2, @

gdzie ¢ — kat obrotu badanego przekroju. Tym ugieciom towarzysza napr@ieflia n.orm‘alne
w pétkach. Wida¢ przy tym, ze we widknie a gornej potki sg to naprezenia émsk'ajafce,
a we wldknie ¢ rozciagajace, podczas gdy we widknach e i d dolnej potki sytuacja jest
odwrotna.

Z podanego opisu wynika, Ze przeniesicnie momentu skrecajacego M; w badanym
przekroju idzie dwoma réwnolegtymi nurtami (rys. 13.20). Z jednej bowiem strony skre-

R

\ﬁ\
{
:
»
¥
§

ED e

Rys. 13.20. Obraz sktadowych wysitku i naprezen przy nieswobodnym skrecaniu dwuateowki
cenie preta wywoluje obraz naprezen T jak przy swobodnym skrecaniu. deowiadajqcy
temu moment MS zwigzany jest z katem ¢ znanymi zaleznosciami (3.19), (3.20)

M.=GJ,0 =CO = Cdg/dx, ‘(b)

gdzie J, okre$lone jest wzorem (3.26). Z drugiej jednak strony zginaniu péle.k W ich. plarsz-
czyznach odpowiada obraz naprezei normalnych ¢, dajacych w gornej 1 dolnej pdtce
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momenty gnace M, = —M,. Ich wartoéci mozna wyrazi¢ przez ugiecie v, a mianowicie
z wzoru (5.20)
2 2
M, =EJ 4o, _ EJh d% _ EJh dO ©
dx? 2 dx? 2 dx’ 5

gdzie J = b%5,/12 — moment bezwladnosci jednej poiki wzgledem jej centralnej osi z.
Momenty te, jak wynika z obrazu odksztalcen, sa zmienne wzdtuz X, wobec czego w kazdej
z polek musi wystapi¢ sita tnaca T, = —T, = dM,/dx, czyli

EJh d20

hi=—- 47 (d)

Dla profilu jako calosci dzialanie sit T sprowadza sie do momentu M. stanowiacego te
cze$¢ M, ktora wynika ze zginania potek. Jesli d?0/dx* > 0, to zwroty sit T sa jak na
rysunku, wobec czego M, jest ujemny, co Zaznaczymy piszac

» EJh? 4?6 d2e
M!=—-T,h=— —_—=—-C, ——
h 3 P S i (13.9)
gdzie C;— tzw. sztywno$é na nieswobodne skrecanie
EJh? b3 h%d,
Co=——= %
5 2 - Nm*, (13.10)

C'alkowity moment M, w badanym przekroju jest suma M. i M., wobec €Zego Z WZo-
row (b) i (13.9) mamy réwnanie
dze

~Cig +CO=M,, (13.11)

okresla]qce wiclkos¢ O. Rozwiazanie tego réwnania w przypadku preta (rys. 13.19), gdy
M, = M, = const, ma postac

M3 .
O = —CE + B, sinh kx+ B, cosh kx, (e)

gdzi.e k =1/CJC, m—f. Aby wyznaczy¢ stale catkowania B, i B, zauwazmy, ze w przekroju
utwierdzonym (x = 0) kat ugiecia polki jest réwny zeru, czyli do, /dx = 0, a wiec z wzoru (a)
(0)x0 =0, ()

natomiast na koncu B (x = ) nie ma naprezen normalnych o,, a wiec momenty M, i M,
sa rowne zeru i z wzoru ()

(dO/dx)q = 0. (&
Po wykorzystaniu tych warunkéw réwnanie (¢) brzmi

My 1. cosh k (I—x)
C cosh ikl ]

0= (h)

Mnozac ten wynik przez C, mamy zgodnie z wzorem (b)

M;=CO = M} {1 —[cosk(I—x)/cosh kI]} @
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jako te cze$¢ momentu skrecajacego, ktora réwnowaza naprezenia , jak przy swobodnym
skrecaniu. Reszta, czyli

MY = M,—M} = Mjcoshk(l—x)/coshkl, )
przedstawia cze$¢ momentu odpowiadajaca zginaniu pétek. Kat skrecenia ¢ okreslamy
calkujac réwnanie (h) przy warunku, ze (¢).—o = 0, W rezultacie czego

_ Mix  Mj sinhkl—sinhk(l-x) )
v C.k cosh ki :

a jego ekstremalna warto$é¢ dla x =1 jest

M3l (1_ tghkl). 0

e G kI

Analize wynikéw rozpoczniemy od zbadania momentow M. i M.. Przebieg MM,
dla kI = 1ilustruje rys. 13.21. Jak wida¢, udzial M. jest dominujacy w okolicy utwierdzenia

M;’/MS MSH/MS ki =0 Prnax
10 10 =
z Sy
I'M,
08 \\ < 08 V;\\ 075 06—
0,8 0,5 N \ \ 1 gs "l 04
04+ M; =M 04 \ N \"& '
’ % < % M ’ ~—1 | 4
A g Ms \\ \L 02 / {——
02— 1 02 ~ [ 7/
'\ 3 ,_
) /|
0 02 04 06 08 _Z’i 0 02 04 06 08 % 0 1 2 Kl

Rys. 13.21. Wyniki analizy nieswobodnego skrecania preta

i maleje przy zblizaniu si¢ do swobodnego korica preta. Odwrotnie przedstawia si¢ udziat M,
stanowigcy dopelnienie do wartosci M,. Ten sam charakter maja wykresy dla innych
wartosci parametru k/. Widaé przy tym, ze dla pretow, w ktérych k7 < 0,5, udziat swobod-
nego skrecania jest technicznie pomijalny i prawie caly moment skrecajacy przeniesiony
jest przez zginanie pétek.

Wplyw utwierdzenia przejawia si¢ rowniez w zmniejszeniu kata skrecenia, jak to widac
z wykresu, na ktérym g, podane jest w funkcji &/, Wielko$cia porownawcza jest tu kat
skrecenia .

Mil/C,

jaki by 1stnlal przy swobodnym skreceniu, . bez utwierdzenia. Dla przyktadu, gdy kI =
= 0,5, WOWCZA$ Ppmay jest tylko 8% wartosci M} » 1/C. Uwzgledniajac poprzednie rozwazania
widzimy wiec, ze dla pretéw, w ktérych kI < 0,5, wplyw swobodnego skrecania jest nie-
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istotny. W takim przypadku mozna z techniczng dokladnoscia pominaé w réwnaniu (13.11)
czton CO i przyjaé, ze

d2@/dx? ~ —M,/C,. (13.12)

Zaleznos¢ tg¢ wykorzystujemy w wielu zagadnieniach ustrojow cienkosciennych, dla ktérych
warunek k/ < 0,5 jest na ogot speliony.

Zadania

1. Jak zmieni si¢ wspolczynnik bezpieczenstwa i kat skrecenia dwutedwki (rys. 13.22), jesli ut-
wierdzi¢ koniec A4?

,=112MPa.
N (T)max~43MPa (Tn)max~6MPa.
L=0pm—— \
A0 h
MF=15KNm L’ =
i |2

h=20cm, b=10cm, &=12cm, &=075cm
6=76-10*MPa, E=20+10°MPa

przekrdj A

prz?k?@' B

Rys. 13.22. Analiza liczbowa wplywu utwierdzenia

Rozwiazanie. Gdy korice sa swobodne, wowczas wedlug (3.26)

Jo— Zsidl _ 2410:1.2%4-20:0,75°

s

J 14,3
= 14,3 c¢cm*, Wy=—"=_=-22-119 3
3 3 Omer 12 Sk

wobec czego maksymalne naprezenie styczne

* 103
M, _ My _ 1,5-10 N — 126 MPa,
m?

W, W, 11,9-10-¢ Al

Tmax =

Al Gl = B ,/15 = 218 MPa i n, = R.[0,.a = 1,32. Poniewaz sztywno$¢ na skrecanie swobodne C —
= GJ;, = 1,09:10* N m?, zatem
Ps = Myl/C = 1,5:10°-0,6/1,09-10* = 8,3-10~2 rad — 4,75° .
Aby okresli¢ wplyw utwierdzenia, obliczamy najpierw wielkosci
3 p2 —_
oy = 2L T, ﬂﬁ % —4,00-10° Nm*, k=1CJC,= 1,650 m-1, kl—099.

<

Z rysunku 13.21 wynika, Ze niebezpieczny jest albo przekrdj swobodny, albo utwierdzony. W pier-
wszym x =/ i z wzoru (j)
M. = Mj/coshkl=1,5103/cosh 0,99 = 1,5-103/1,531 — 980 Nm s

a moment M, = M} —M. = 520 N m. Moment M daje sity tnace T = M.’/ = 4,9 kN, ktérym od-
powiadaja naprezenia 7z, (rys. 13.20) roztozone parabolicznie wzdiuz poéiki (art. 5.6), przy czym

(*wmax = 3T/2b0, = 3-4,9:103/2-10-1,2-10-* = 6,1 MPa.

13.3. Nieswobodne skrecanie profilu dwuteowego

Momentowi Ms' odpowiadaja naprezenia 7; o wartosci
T (T)max = ML Ws = 520/11,9:10-5 = 42,9 MPa.
W przekroju tym o, = 0, a z obrazu naprezen stycznych (rys. 13.20) wynika, ze 7, i 7, dodaja si¢ al-
gebraicznie, wobec czego
(Tmax)ﬂ s (Ts)max’{'(rn)max = 49 MPa N Oreqg — (Tmax)ﬂ ]/§ ~ 85 MPa.
W przekroju utwierdzonym (x = 0) mamy M, =0, M. = M, T = M.'/h = 7,5 kN, a moment M,
zginajacy polke jest wedlug wzoru (c)
*
EJh { dO _ Cs Mg ktghkl _ M: tgh kI 1,5-10° tgh 0,99
2 \adx /.o & @ ki 1,650-0,2
Niebezpiecznym punktem przekroju jest krawedz potki, gdzie
(Gn)max = 6M1/b2 6,; = 6'3,44' 103/102'1,2'1()*6 =172 MPa.
Poniewaz w tym punkcie 7, = 0, zatem 0,eq = (6)max 1 Me = Ref0req = 1,75.
Wreszcie wedtug wzoru (1) kat skrecenia przekroju B jest
¢ - 1,5-10%-0,6 = tgh 0,99
T 1,09-104 0,99

= 3,44 kNm.

) —1,86-10-2 rad = 1,07°.

Jak wida¢, utwierdzenie przekroju zwicksza w pewnym stopniu wspolczynnik bezpieczenstwa i znacznie
zmniejsza kat skrecenia.

2. Oparta na koncach dwutedwke (rys. 13.23) obcigzono w $rodku momentem M* = 1,5 kN m.
Przyjmujac wymiary przekroju jak w zadaniu 1, okresli¢ wspotczynnik bezpieczenstwa i kat skrecenia.

6=76-10*"MPa, £=210°MPa

= =
b=10¢m +E

oC

. L
S=dmm | ;o

Rys. 13.23.

Rys. 13.24. Rys. 13.25.

Odp. Z racji symetrii przekréj srodkowy zostaje ptaski, spelnia wigc role utwierdzenia dla kazdej
z poldwek, identycznych jak w zadaniu 1, ale obciazonych polowa momentu M*. Wynika stad, ze
naprezenia 1 kat skrecenia sa dwa razy mniejsze niz w zadaniu 1.

3. Jak zmieni sie kat skrecenia dwuteowego wspornika (rys. 13.24), jesli swobodny koniec zamkna¢
nicodksztalcalnym blokiem uniemozliwiajacym spaczenie tego przekroju.

Odp. State B, i B, réwnania (e) okresla sie z warunkow (@),_o = 0 i (@),-;. = 0. Calkowanie
O (x) przy warunku (¢).—o = 0 daje w rezultacie
_ 4 Miil [ x  sinh (klj2)—sinh &k [(/2)—x] |
= Ody = —2 ¢ = — .
H f e Kl cosh (k1/2) J
o

Maksymalny kat gm. jest dla x = /. W stosunku do wyniku (1)

Pmax _ [1_ tgh (k1/2)]/(1# tgh kl) i
Prmax - (kl/2) ki

Przyktadowo, dla danych zadania 1, gdy k7 = 0,99, @max /Pmax = 0,333.
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4. Okresli¢c sztywnosci C i C; trojramiennego profilu (rys. 13.25).
”Od p. C =G (cd>+b0}) =4,6:10° Nm?. Przy zginaniu potki T = EJ (d*v/dx?) = EJc (d°6O/dx?)
M, = 3Tc = C(d?0)dx?), skad ' .

C, = 3EJc* = Eb3c?9,/4 =9,0-10° Nm*.
13.4. Nieswobodne skrecanie innych profili otwartych
Zasadnicze cechy zjawisk przy nieswobodnym skrecaniu dowolnego profilu utwierdzo-

nego na koficu A (rys. 13.26) sa takie jak w profilu dwuteowym. I tak dziatanie momentu Mp
powoduje obrodt przekrojow, przy ktérym kazda ze Scianek pracuje dwojako, gdyz ulega

Rys. 13.26. Nieswobodne skrecanie dowolnego profilu otwartego

ona nie tylko skreceniu, lecz i zginaniu w swej plaszczyznie, jak wspornikowa belka utwier-
dzona w ErzekrOJu ~x = 0. Podobnie jak poprzednio (rys. 13.10), tak i tu moment skregcajacy
M, = Mp dzieli si¢ na dwa sktadniki. Pierwszy, czyli M,, odpowiada swobodnemu skre-
caniu, a wigc okreSlony jest jako

M;=GJ;,0=C0O. (a)

Sktadnik drugi, czyli M,, jest wypadkowym momentem sit tnacych Ty, ..., T, odpowia-
dajacych zginaniu scianek, przy ktérym powstaja w nich naprezenia normalne o,. Gdyby
te Scianki nie byly ze soba zlaczone na wzdluznych krawedziach, wowczas rozktad o,
w kazdej z nich bylby jak przy zginaniu belek. Dla przykladu, na krawedzi 4 $cianki (3, 4)
bylyby naprezenia rozciagajace, a na tejze krawedzi scianki (4, 5) — $ciskajace. Wynikatoby
stad, ze te dwie krawedzie §lizgaja si¢ po sobie. W rzeczywistym profilu takich wzglednych
przesuni¢é (Slizgania sie) nie ma, albowiem na tych krawedziach istnieja wzajemne oddzia-
tywania pod postacia wydatkdéw stycznych wyréwnujacych te réznice wydtuzen®’., Na
skutek tego rozktad o, jest ciagly po konturze, czyli nie ma przeskokéw, z tym ze w obrgbie
kazdej ze $cianek ¢, zmienia sie liniowo.

Szczegdtowa analize nieswobodnego skrecania dowolnego profilu podaje si¢ w wykla-
dach statyki konstrukcji. G¥dwnymi jej wynikami jest, ze przy nieswobodnym skrgcaniu
pryzmatycznego preta:

(1) g 3 8 . e 0
o Zjawiska tego nie bylo w dwutedwcee, gdzie scianka Jaczaca polki trafiata akurat w ich osie
obojetne.

__ S

13.4. Nieswobodne skrecanie innych profili otwartych

a) obrét przekrojéw zachodzi wzgledem osi wzdluznej lqczacej Srodki sil poprzecznych (SP)
przekrojow;
b) naprezenia normalne 6, sq proporcjonalne do dO[dx i okreslone sa zaleznosciq
o, = » EF (d0/dx), (13.13)

gdzie E — modut Younga, F, —— umownie okre§lone pole, a # — bezwymiarowy wspot-
czynnik zalezny od ksztaltu przekroju i potozenia badanego na tym przekroju punktu;

) moment M, przenoszony przez sily tnqce T jest proporcjonalny do d*0[dx* = d3g/dx3?,
czyli

MY = —C(d?0)dx?) = —C(d3¢/dx?), (13.14)
gdzie C, Nm* — sztywnosé nieswobodnego skrecania jest zalezna od ksztaltu przekroju
i proporcjonalna do modulu E.

Dla trzech czesto stosowanych profili wielkosci 1 Cs daje tabl. 13.1. Informacja o C;
wystarcza do okreslenia O (x) z réwnania (13.11), informacje o * umozliwiaja wyznaczenie
pelnego obrazu napre¢zen o, decydujacych o bezpieczenstwie (zadanie 1 art. 13.3). Odrgbna
grupe stanowia profile, w ktérych scianki wychodza z jednego punktu. Dla takich profili
C, = 0, co oznacza, 7e przeniesienie momentu M, ma zawsze posta¢ swobodnego skrecania,
przy ktérym, jak wiemy, profile otwarte sa wiotkie. Cecha ta stanowi zalete w tych zagadnie-
niach, gdy zalezy nam na podatnosci ustroju, nieczutoéci na bledy montazu itp., jest za$
wada w przypadkach, gdy pozadana jest sztywno$¢ ustroju.

Efektywng metoda zwigkszenia sztywnosci, a jednocze$nie zmniejszenia o, w skrecanym:
profilu otwartym, w ktérym C; # 0, jest skrécenie jego diugosci /. Zrealizowanie tego
osiagamy wstawiajac w krétkich odstgpach elementy I (rys. 13.27), ktore wespot z zasadni-

inny wariant
usztywnienia

Rys. 13.27. Usztywnienie profilu otwartego

czym profilem przeksztalcaja te czgéei preta w bloki usuwajace swobode spaczenia w tych
miejscacht®. W wyniku zamiast pierwotnego preta o dtugosci L, mamy szereg krotkich
pretéw I, ktérych stan jest identyczny z rozpatrzonym w zadaniu 3 art. 13.3. Podobny
efekt uzyskujemy dajac zamiast elementu I dwa ptaskowniki, tak jak podaje rysunek.

(1) Przez dotaczenie elementu I powstaje krotka rura o pionowej osi AB obciazona w plaszczyZnie A
momentami M, i sitami T, zrownowazonymi w plaszczyznie B momentami M> i sitami 7>, Na takie
jednak obciazenic (skrecanie) rura ta jest bardzo sztywna.




Tablica 13.1

Parametry nieswobodnego skrecania niektérych profili
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Zadania

1. Powtorzyé zadanie 1 art. 13.3, gdy pret ma przekedj ceowy (rys. 13.28) przeksztatcony z dwu-

teowki badanej poprzednio.

Odp. J,, W; sa te same 1 wynik pierwszej czesei zadania (konce swobodne) zostaje bez zmian.
W drugiej czesci zadania obliczamy wedlug tabl. 13.1

7 =0,208, % =0,293,

F, = 0,02 m?,

p=0, np = —0,207 ,

- M3 =15kNm ﬁ i
A ] = N

e [=06m ———=

101MPa

h=20cm, b=10cm, &p=12cm, ¢&=075cm
6=7510*MPa, E=2:10°MPa

Rys. 13.28.
skad C; = 6,09-10°* Nm? oraz k = ]/_CL‘/_C_S = 1,338 m—, kI = 0,802. Wyznaczajac z wzoru (h) art. 13.3
wielko$¢ dO/dx mamy w przekroju utwierdzonym
(d0/dx);_o = (M*k/C) tgh kIl = 0,122 m~2.
Podstawiajac te dane do wzoru (13.13) mamy ostatecznie
o, = %, EF(d0/dx)mo = 143 MPa, o, = —101 MPa,

a obraz o, taki, jak podaje rysunek. Podobnie obliczamy

=
Myl (I_Ml_) _1,5:10°- 06 (l_tgh 0,802) —1,39-10-2 rad .

T g Kl 1,09-10° 0,802

Jak widaé, przy nieswobodnym skrecaniu zmiana ustawienia scianek profilu pociaga istotna zmiane o, i @.

13.5. Uwagi ogélne o pracy pretéw cienkoSciennych

W badanych dotad stanach obciazenia, kazdy z elementéw plaszcza pracuje w dwu-
wymiarowym stanie naprezenia, w ktérym mozna w pelni wykorzysta¢ materiat, osiagajac
przez to lekko$¢ ustroju. Aby jednak zmusi¢ ustrdj do tego rodzaju pracy, wydatki styczne q
pochodzqce od poprzecznych obcigzen preta muszq byé rozlozone na obwodzie plaszeza tak,
jak to przewiduje teoria. Biorac jako przykiad kotowa rurg (pret) obciazona na swobodnym
koncu sita P (rys. 13.29), spelnimy sformutowany powyzej zasadniczy postulat tylko wtedy,
gdy w kazdym przekroju, a wigc i w obcigzonym (x = 0), rozktad wydatkéw ¢, bedzie
okreglony z wzoru (13.6) i (13.7), czyli®

q, = Psino/mr. (a)

W z racjiisymetrii gs = 0 dla & = 0; liczac s od tego punktu obwodu namy we wzorze (13.6a):
T. =P, J, = nr®, S =r2§sin o, skad otrzymujemy wynik (a).

“
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Poniewaz w rzeczywistoéci obcigzenie P jest sita skupiona, musimy wiec wstawié element
posredniczacy (zebro) zamieniajacy t¢ skupiona sile na réwnowazny jej wydatek gs rozlo-
z‘ony W sposob ciagly po obwodzie plaszcza. Zgodnie zatem z IIT zasada dynamiki obcig-
Zc?me pierScieniowego: zebra jest takie, jak podaje rys. 13.29b. Wywoluje ono Zginanie
pierScienia w jego plaszczyznie.

Rys. 13.29. Wprowadzenie obciazenia poprzecznego i statyka zebra

w po@obny spos6b postepujemy, gdy obciazenie ukfadem sit Py, P, przylozone jest
W przekroju posrednim (rys. 13.30). W przekroju tym wystepuje przeskok sit tnacych T, ey
oraz momentu M; 1 towarzyszacy temu przeskok Ag, wydatkéw stycznych

Ag, = qi —gqs, (b)

Rys. 13.30. Statyka zebra posredniego

gdzie ¢, i g. obliczone s3 z odpowiednich wzoréw art. 13.1-=13.4. Zrealizowanie tego
przeskoku Agg, tzn. zamiana uktadu skupionych sit Py, P, na rozlozony w sposéb ciggly
przyrost Ag,, wymaga dodatkowego elementu (zebra), ktdrego statyke (rys. 13.30b) otrzy-
muj_emy bezpodrednio z ukladu oddziatywari.

Nie wchodzac w dalsze szczegéty!? obliczenia wytrzymalodci zeber widzimy, Ze w celu
Dprawidlowego wprowadzenia obcigzenia poprzecznego w precie cienkoSciennym potrzeba
zastosowaé dostatecznie mocne pojedyncze zebro.

( ) . .
1) Sa one zazwyczaj omawiane w wykladach statyki konstrukcji.
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Innymi miejscami wymagajacymi wzmocnienia sa, nieuniknione w praktyce, zalomy
ptaszcza (rys. 13.31a). Wywolane zginaniem takiego skrzynkowego preta wydatki nor-
malne n, doznaja raptownej zmiany kierunku w przekroju zalomu I, 2, 3. Aby zachowa¢
réwnowage jednostkowego paska ab, nalezy w zalomie dodaé obciazenie ciagle

t =2n,sin{xf2) ® n.o ©

b)

Rys. 13.31. Statyka zebra w zalomie plaszcza

dzialajace w plaszczyZnie zalomu. Podobne, lecz przeciwne, obciazenie nalezy dodac dla
dolnego paska cd. Obciazenia te mozna zrealizowad przez wstawienie zebra w plaszczyznie
zalomu (rys. 13.31b), dzigki czemu osiagamy prawidlowa, niezaklécona pracg ptaszcza.
Obciazenie zebra stanowia samozréwnowazone oddziatywania # plaszcza o zwrotach prze-
ciwnych niz na rys. 13.31a. Przy podanym tu uksztaltowaniu Zebra jako plaskiej ramy
obciazenia te powoduja zginanie poszczegdlnych jego elementow.

Powyzsza uproszczona analiz¢ mozna uogdlni¢ dla pretéw o innym przekroju niz
skrzynkowy. Jesli mianowicie przekrdj preta z obydwéch stron zatomu jest taki sam®,
a obcigzenie dziala w plaszczyZnie osi preta, to mozna dowiesé, ze wstdwienie pojedynczego
zebra w zalomie zapewnia prawidlowa prace ustroju. Gdy chociaz jeden z tych warunkdw
nie jest spelniony, pojedynczo zebro nie wystarcza, a praca preta zalezy od uksztaltowania
elementow sasiadujacych z zatomem. Jednym ze sposobdw opanowania zatomu jest wsta-
wienie dodatkowego zebra w jednym z odcinkéw preta.

Zagadnieniem podobnym do analizy zalomu jest przypadek zakrzywionego preta
cienko$ciennego. Réznica polega na tym, Ze zmiana kierunku tworzacych zachodzi tu
w sposéb ciagly i w plasterku preta o dhugosei cd = 1 wynosi oy = 1/R. Wynikajace stad
obciazenie t = n,«, = n,/R, wobec braku zeber, powoduje zginanie paska 1,2 jako
poprzecznej beleczki utwierdzonej w pionowych sciankach 2,3 i 1,4. Podobnie zachowuje
si¢ dolny pasek 3,4, z tym zZe jego obciazenie ma zwrot przeciwny niz paska 1,2. W re-
zultacie poprzeczny przekrdj preta ulega deformacji (rys. 13.32b), przy ktdrej boki 1,2
i 3,4 uwypuklaja si¢ na zewnatrz, a zwiazane z nimi pionowe baki ulegaja zaklg§nigciu
do $rodka. Ta deformacja odbija si¢ na rozkladzie naprezen normalnych. Zauwazmy bo-
wiem, Ze dzialaniu momentu M, odpowiada tu nie tylko obrét przekrojow ac i bd o kat Aa,
lecz i przesuniecie si¢ badanego widkna ab o f,, na skutek czego jego wydluzenie

e=(a'b’'—ab)jab =[(a'b' —a'e’)+(a'e —ab)]/ab.

(1) Plaszczyzna zalomu zawiera wtedy dwusieczna kata zalomu o.

25 Wytrzymalo§é materialow
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Uwzgledniajac, ze a'b’'—a'e’ = —[(h/2)+f.] Aa {
\ , = : ~ —(hf2) Ao oraz Ze a'e’—ab =
za$ ab = [R+(h/2)] «;, mamy po przeksztalceniach farg

e (B2 ba S
R+(/2) oy = R+(2)° (d)

Rys. 13.32. Wplyw zakrzywienia preta na rozkiad maprezerh mormalnych w precie cienko$ciennym

?erv:szy sktadnik wyraZeni?. (d) jest identyczny jak w przypadku pretéw o przekroju
war. )fm (art. 6.6). Skladml’(’ drugi wynikajacy z deformacji przekroju poprzecznego
zzmt?]sza ’bf:zwzglqdnq wartosé €, a wiec i warto$¢ naprezefi ¢ = Ee. Ta redukcja o zalezy
;) 1wu,el’kosm j]":, wobec czego rzeczywisty obraz o jest, jak na rys. 13.32c. Widac¢, ze odksztal-
alnos$é przekroju powoduje niepelne wykorzystani teri Stki ,

ey wykorzystanie materiatu potki, gdyz przenoszona

b
N= | o,6,ds
fos g

jest 1I(nn%e_]sza od sily o, 6, I.), ktéra moglaby ona przenosi¢, gdyby nie odksztalcalno$é
przekroju. Fakt ten ma taki sam wplyw na zachowanie si¢ preta, jak zmniejszenie jego
momentu .bczwladnosm J,. W rachunkach uwzglgdniamy to przez wprowadzenie pojecia
efektywnej szerokosci p6iki b, < b. Odpowiadajacy jej moment
Jye = (h*5[6)+(beh?8,/2) ®)
:imozhwm l;)1‘t.>hczenie o, z wzoru (5.14) oraz okre$la sztywnos§¢ EJ,., ktéra postugujemy
¢ przy obliczaniu odksztalcer. Warto$¢ stosunku b ; 5
SEEE b sunku b./b zalezy (rys. 13.33) od dwéch
7 = (h/b)(3,/6)°, v =D’[RS, (®

charakteryzujacych budowe preta oraz jego zakrzywienie.
. F;odobne zjawisko obserwujemy i przy innych ksztaltach przekroju, jak w profilu
,ij le)g;vlém (rys. 13.34a), dla ktérego efektywna szeroko$¢ pokki b, zalezy od parametru
= -

b, =1,524/R6,[1—(0,365/y)]. (h)

Wz6r powyizszy stusziy jest, gd 5
: ,gdyp > 1. Gdyyp < 1, wowczas b, = b 1i z ieni

preta nie odbija sie na jego pracy. e
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13.5. Uwagi ogélne o pracy pretow cienkosciennych

Dla rury kolowej (rys. 13.34b) zakrzywienie osi, okreSlone parametrem v, = r2/R4,
zmniejsza jej sztywno$¢ do wartoéci k EJ, = k(xEr)). Wsp6tczynnik k& < 1 jest przy tym

k = (12+92)/(12+10y7) @

n=0
05

/

-
N

7N
T 20 s

/__3/’

T

o

i
R =

(/]

j
8\

o1 2 3 4 5bYRG

Rys. 13.34. Obrazy naprezen w cienkosciennych

Rys. 13.33. Szerokosé efektywna dla
pretach zakrzywionych

przekroju skrzynkowego

Zakrzywienie to wplywa takze na rozklad &, a mianowicie

M,z Ez2 6y !
k‘yf (1"‘ 72 ), przy czym &= E‘l'_y;‘P’z . §))
¥y r o

g =

Widaé, ze na skutek odksztalcalnoéci przekroju naprezenia te nie sq proporcjonalne do
odleglosci z wiokna od osi obojetnej. Ich maksymalna warto$¢ pojawia si¢ we wildknie,

dla ktérego z = rfy/3E i wynosi O = 2 Mr(3/3E 1, k.
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Nieliniowe zagadnienia
wytrzymatosci materiatow

14 PRACA USTROJOW SPREZVYSTO.
PLASTYCZNYCH

14.1. Zasadnicze cechy pracy ustrojéw
sprezysto -plastycznych

We wszystkich badanych dotad zagadnieniach zaktadano sprezystos¢ materiatu, a wiec
stuszno$¢ prawa Hooke’a. W praktyce jednak mamy duzo przypadkow, gdy czeéé lub
caly ustroj wykazuje trwale (plastyczne) odksztatcenia. Do zagadnien tych naleza procesy
obrébki plastycznej, jak tloczenie lub obciaganie blach, zwijanie sprezyn itp. Zachodzace
w takiej obrébee trwale odksztalcenia daja pozadany ksztalt elementu i na ogét nie po-
garszaja, a niekiedy poprawiajg jego wlasnosci wytrzymalosciowe. Inng kategoria zagadnien,
w ktorych wystepuja trwate odksztakeenia, jest analiza obciazen niszczacych. Ich znajomosé,
jak wiemy z art. 1.9, daje bardziej prawidtowa oceng bezpieczeristwa niz metoda naprezen
dopuszczalnych, ktdra stosowali$my dotychczas.

Rozszerzajac zakres badania odksztalcen poza granice proporcjonalno$ci musimy
zna¢ wlasnosci materiatu. Z reguly wlasnosci te opisujemy wykresem rozciggania-ciskania,
Jak pokazany na rys. 14.1a wykres” o (¢) dla stali niskoweglowych. Dla wickszoéci metali
wykres ten jest symetryczny wzgledem poczatku O, a jego punkty charakterystyczne, jak
granice proporcjonalnosci (o,,0p, €,), plastycznosci R,, maja przy rozcigganiu i $ciskaniu
rowne wartoéci bezwzgledne. Wykresy te odpowiadaja, jak wiadomo, procesowi tzw. pro-
stego obcigzenia, w ktérym bezwzgledna wartoéé & bez przetwy ros$nie. Przy tzw. procesie
odwrotnym (odciazeniu), gdy po osiagnieciu obranego punktu D warto$¢ ¢ maleje, wykres
a(e) jest linig prosta DE réwnolegta do OA. Widaé przy tym, ze catkowite odksztalcenie ¢

) Na osi odcigtych proporcje umyslnie sa skazone. W rzeczywistosci ec 3> ¢, na przyktad s
= 1+2%,, €c = 20-+-30%,.
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‘ast zawsze suma odksztalcenia lla s A
Jiodksztalcenia sprezystego &p = op/ E odpowiadajacego op, C€ZYy
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trwalego &p dla stanu catkowitego odciazenia (¢ = 0)

(2)
&p = &pTEp-

i i ‘ todami
orzystanie wykresu o(e) narzuca rozwigzanie zadan metods

e ych zastgpujemy rzeczywisty

wykreslnymi lub numerycznymi. W rozwiazaniach analityczn

ak
0’1\ rozcigganie b)
a) 4
bq L
¢ |
el
E $
la——Ep—> //O‘D‘_ &
=

Sciskanie

o £ 2 y
1 RZeCZy WlSty W ykfes 1 UproSZcZone w ykl €Sy rOZCIanma-SCISkaIlla mater la}OW Z wyrazng
RyS 4 1

granica plastycznosci

i tak dobranymi, aby oddawaty mozliwie wieirnie
. edziatu e.
przebieg rzeczywisty. Jest rzecza jasna, ze ten dobor zalezy od badanego prz

5 iemy famana
I tak, gdy odksztalcenie to jest w przedziale (—éc, &c), wowezas wykres zastgpujemy

jac, 7 i B, 0B, material jest sprezysty, a na
J'B,OB,J (rys. 14.1b), zakladajac, ze na odeinku B, 05, il

poziomych odcinkach J'B; i JB, plastyczny. Wykres ten 1 opisuj S
Ee, gdy |e/<RJE, o= R, =const, gdy le| = R./E,
g = = Nl
: ] ] i . Gdy badany
Slaj del materialu idealnie plastycznego o
B itk Lo mowéwczas wykres zastgpujemy tamana D'B,;0B.D,

kres & jest wiekszy, np. (—&p, +€n)s w0 ‘ . e
z?(reélajai tzw. material plastyczny z umocnieniem, W ktérym na odcinku B; OB, |

a na prostej B,D

wykres o () zalezno$ciami uproszczonym

o=R,+E,[¢ —(R./E)], gdy &> R./E, ©)

= W y iki i wYy j D dopasowa-
dzie E modul umocnienia jest SpélCZ nnikiem kierunko m prostej B1 ol
g u

nym do przedziatu badanych odksztaICjcﬁ.'

Ten sam model materiatu z umoc.menlem st
plastycznosci (rys. 14.2). Niekied.y zamiast tego stos,
caly wykres o(e). Przy rozcigganiu na przyktad stopo

osujemy, gdy nie ma wyraznej g.rar'ﬂcy
ujemy zaleznos¢ analityczna Oplsu_].acq
w aluminiowych taka zalezno$cia jest

( /E)+8 e—m[l—(o‘/Rm)] (d)
&= a max L]

— wiadaj j snej wytrzymaltosci materiatu
gdzie € trwale odksztalcenie odpowiadajace R,,, tj. doraznej wytrzyma
max
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na rozcigganie, a m parametrem charakterystycznym dla danego materiatu. Jesli przyjag,
ze dla wigkszosci aluminiowych stopéw konstrukcyjnych e, ~ 0,14, to

m = 4,25/[1-(Ro,2/R,n)], (e
gdzie R, , — umowna granica plastycznosci odpowiadajaca e, = 0,2%.

g ah 0 i

-—ek_,.____:—_

c~— [ A—-j——""’ .
A o
Xx
® T g K
f :
; r “ l - o
j L €t=02% € /+€ e 5 .
i K -— —j 4
] ‘?sx=gl_;l 51,'

Rys. 14.2. Rzeczywisty i uproszczony wykres o (&) materiatu
bez wyraznej granicy plastycznoéci

Rys. 14.3. Wykres o(e¢) mate-
riatu sztywno-plastycznego

Przy badaniu jeszcze wigkszych odksztalceri pomijamy sprezysto$é materiatu przyjmujac
wykres a(e), jak na rys. 14.3. W zakresie naprezen |a! < R, material jest idealnie sztywny,
przy wigkszych |a‘ ma on tylko odksztalcenia plastyczne. Materiat taki nazywamy sztywno-
-plastyeznym z umocnieniem (linia B;jA’AB;) lub bez (linia B'A’4B).

We wszystkich przypadkach zasadniczym kryterium doboru funkcji zastepujacej
wykres o(g) jest dopasowanie si¢ do jego rzeczywistego przebiegu. Drngim kryterium
jest prostota rachunkéw. Jesli okaze sig, ze przy danej funkcji rachunki te staja si¢ zbyt
zlozone, to wybieramy inna funkcje tak, aby z jednej strony nie straci¢ doktadno$ci odwzo-
rowania rzeczywistego przebiegu o(e), z drugiej za§ aby obliczenia staly si¢ prostsze.

W wigkszosci przypadkéw dotyczacych maszyn odksztalcenia trwale, aczkolwiek
znacznie wigksze od sprezystych, sa niewielkie™™ (rzedu paru procent). W takich zagad-
nieniach sprezysto-plastycznych mozna z techniczna dokladnoscia stosowaé regule wymiaréw
poczatkowych. Innymi stowy, przy ukladaniu réwnafd réwnowagi mozna przyjaé jak
w ukladach sprezystych, ze ustréj ma postaé nieodksztalcona. W odréznieniu od tego
przy badaniu stanéw sprezysto-plastycznych zasada superpozycji na ogét nie obowiazuje.
Wida¢ to cho¢by na przyktadzie rozciaganego preta (rys. 14.4), w ktérym z dwéch kolejno
obciazajacych go sit P, i P, sila P, jest tak duza, ze moze wywolaé odksztalcenia trwale.
Przy kolejnosci obcigzenia Py, P, otrzymujemy wydtuzenie Al, inne niz Al, odpowiadajace
kolejnosci P,, P,. Widaé tez, ze przy calkowitym odcigzeniu mamy w pierwszym przy-
padku trwale odksztalcenie preta, podczas gdy w drugim pret zostaje sprezysty. Nazywajac
ogollnie historiq obcigzenia kolejno§¢ dzialania sit Py, P,, powiemy, Ze stan ustroju spre-
zysto-plastycznego zalezy od historii obcigzenia.

) Pomijamy tu takie zagadnienia jak kucie, wyciskanie itp.
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Rys. 14.4. Zaleznos¢ odksztalcenia koncowego od procesu obciazania

-plastycznych okreslamy me-:to.dq prac przygo-
towanych (art. 9.3). Jej sens, jak pamigtamy, jest analily:?znyn*.n uchwr?e érlrile‘;(;éigbcazg:ltl(;
i, w ktorej przyczyny powstania odksztalcen nie sg istotne. Jesh 22
gc‘tm}'e;?zzgeé’(}:; pracuje w stanie sprezysto-plastycznym, to fakt ten odbije sig¢ w O (c)s—._ e
::l:nri(:tjch );lu dwy, d* elementu ds, gdyz beda one inne m.z wyrazon‘earrl)rze; :vz;rza u“.]aga
art. 9.3. Podstawowa natomiast Zaleznc_)éc:: (9.1) zostante l;ez9z4m1znzj:omoéé Fimaast
dotyczy pozostalych rozwazan i uogdlnien p’O('lanych. w aré‘ 5;0._ A e
mieszczen jest niezbgdna do oceny przydatnoscl ustroju sprezysto-p s e
i ‘4 traci sens stosowana dotad ocena metoda‘ naprq’zen p AR e
:03” :;Ete‘:i:?é:i konstrukcji sadzi si¢ wedlug wartoéci przemieszezen lub wartosci obcig

zenia niszczacego.

Przemieszczenia w ustrojach sprezysto

Zadania |
kratownicy (rys. 14.52) z duralu, dla kto-
— 7-10* MPa, E, = 1,4-10* MPa.

wyznaczeniu sil wzdhuznych N,

1. Wyznaczy¢ poziome i pionowe przesuniecie wezla A
rego wykres ¢ () podano na rysunku 14.5, przy- czyr.r'l E e
Rozwiazanie. Rachunki ujmujemy W podanej ponizej tablicy.

P=60kN 4 “
a) [ A
A
R, = 260MPa.
0 -
3 5
3
i
Bn"

Rys. 14.5 Okreélenie przemieszczen W kratownicy sprezysto-plastyczne)
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w pretach (kolumna 4) i naprezen oy = N;/4, (kolumna 5) okre§lam: ;
) ; y stan pracy kazd: 5
lumna 6) i stosownie do tego obliczamy e, np. PR s BB

) R, , 0;—R 260 300—260
pret 1. g = —% 4 —L1 e = <103
E E, 7-10% 1,4-10% R2Rul 05
. R, ag;—R. 260 350—260
pret 3@ £3 = — - == = — 8 2 B 10—
E E, 7-10% 1,4-104 10,14-1008.

Z wartosci ¢ (kolumna 7) wyznaczamy wydluzenia Al pretow, np. w precie 4 mamy
Al = g4 l, = 6,58-102-720 mm = 4,75 mm.

Pr@t 1 A(2 N[ () Stan & Ali n: n; All n;' n:l AI‘
. cm kN MPa %o mm N/N mm N/N mm

PR 4 5 6 7 | 8 9 10 11 12
1 | 1,00 2,0 60 300 | plast. 6,58 | 6,58 1,00 6,58 | —1,00 | —6,58

2 0,57 4,0 —85 | —212 | sprez. | —3,03| —1,73 | —1,41 2,45 0 0

3 0,60 6,0 —210 | —350 | plast. |—10,14| —6,09 | —2,50 | 15,24 0 0

4 0,72 6,0 180 300 | plast. 6,58 4,75 1,80 8,54 0 0

2 =32,8 mm

Znaj.a‘c Al (kolurrTna 8) reszte zadania rozwiazujemy, jak podano w art. 9.3 (patrz takze zadania 4
tegoz art. 9.3), a WI.QC obcigzamy ustrdj w wezle A pozioma sita 1 N (rys. 14.5b), okreslamy sity n; (N/N)
(kolumna 9) oraz iloczyny n; Al; (kolumna 10), ktérych algebraiczna suma

Sfi= Zn; Al, = 32,8 mm
jest szul.(ar.lym przesunigciem poziomym. Podobnie przykladajac pionowa site 1 N okreélamy pionowe
przesunigcic
o= Zn;IAI; = —6,6 mm.
Uwzg!@dniajacc zwroty sit jednostkowych i znaki f; oraz f, widzimy, Zze przesuniccie wezta A4 jest na
lewo 1 do gory.
2. Jakie jest trwale poziome przemieszczenie wezta A kratownicy z zadania 17

Rozwiazanie. Koricowy stan kratownicy (rys. 14.6) odpowiada zadzialaniu na ustréj, obciazo-

ny Ji}k w zladaniu 1, obcigzenia odwrotnego, przy ktérym zachowuje sie on sprezyicie, a odksztatcenia
pretow Al sa

Al = o[ I|/E,
P A
- ,
& B Rl rﬁlrln NI}EN n?r?n?
" B 1 |~428 | 100 |-428
{@ga 2 | 180 (=141 |—254
2 o 3 | 300 [-250 |=750
2. & 4 |-310 | 180 |-548
2'=-19,8mm

TP TTIT 7"7
A A T SIS SIA T IT s s

Rys. 14.6. Stan kornicowy kratownicy po obciazeniu i odciazeniu
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przy czym wartosci o} sa przeciwne do ¢, z zadania 1. Dla przykiadu wydtuzenie Al preta 3 jest teraz
Aly = 350-600/7+10* = 3,00 mm .

Calos¢ rachunkéw ujmujemy w tablice, w ktérej wartosci n; sa jak poprzednio, a przesunigcie wezta A
przy odwrotnym obciazeniu
S m Al = —19,8 mm .

Przemieszczenie trwate wezla A jest algebraiczna suma przemieszczen przy prostym i odwrotnym ob-
ciagzeniu, a jego wartosc
Sirwate = 32,8—19,8 = 13,0 mm

wskazuje, ze wegzel A jest przesunigty na lewo.

3. Po odciazeniu kratownicy (rys. 14.5) obciazono ja powtérnie sitami P} = 0,9P, i P, = 0,9P,.
Przyjmujac stan odciazony jako wyjsciowy, okresli¢ poziome przemieszczenie wezta A odpowiadajace
temu powtérnemu obciazeniu.

Odp. Poniewaz P i P, sa mniejsze niz P, i P, zatem odksztalcenie ustroju jest sprezyste, a szu-
kane przesunigcie jest 0,9-19,8 = 17,8 mm, tj. 0,9 wartosci z zadania 2.

4. Pryzmatyczny pret BD wykohano z idealnie plastycznego materiatu (E = 210> MPa, R, =
— 400 MPa). Stosujac mechanizm korbowy i dzwignic CDE wymuszamy cykliczny ruch konca D
o amplitudzie ¢ = 1 mm (ys. 14.7). Zakladajac dla prostoty, ze kolejne cykle nie zmieniajq wlasnosci
materialu, obliczy¢é energi¢ pochlonieta przez pret w kazdym cyklu.

PR ug
E?% : 5 JE S 2
200mM ————> <
il Y
11\0 tﬂa
I a=1mm L
L A o s ——t s
il W "
- TN
= 1
£ 4 f:\ ]
- ————fm—— 0= MM ——*

Rys. 14.7. Cykliczne wymuszone odksztalcenie sprezysto-plastyczne

Rozwiazanie. Oznaczajac przez u przemieszczenic punktu D, a P site, otrzymujemy w uktadzie
wspotrzednych (P, ) obraz jednego cyklu w postaci réwnolegloboku 2, 3, 4, 5. Linia 0,1 odpowiada
sprezystemu rozciaganiu dziewiczego materiatu, linia 1,2 — pierwszemu plastycznemu odksztalceniu,
linia 2,3 rownolegta do 0,1, obciazeniu od ¥ = +a az do chwili, gdy P = —R. A, czyli gdy naste-
puje plyniecie wywotane sciskaniem az do punktu 4, gdy 4 = —a. Przy ruchu na prawo od 4 = —a do
u = --a materiat odksztalca sie naprzéd sprezyécie az do punktu 5, w ktérym P = R, A, a nastgpnie
plynie az do punktu 2, gdy # = +a, po czym sytuacje si¢ powtarzaja. Energia nieodwracalnie po-
chionieta jest réwna polu réownolegtoboku, czyli

L — P2(a—uy,) = 2R, A (a—uy,) ,

gdzie ug,, = R, //E = 0,4 mm — sprezyste odksztalcenie preta. Podstawiajac wartosci liczbowe otrzy-
mujemy L = 240 N m = 240 J.

5. Ziaczone ze soba w przekroju B tuleja i wspotérodkowy z nia walek wykonane z materiatu
idealnie plastycznego (E = 2-10° MPa, R, = 250 MPa) obciazamy sita P (rys. 14.8a). Zbada¢ posz-
czegdlne fazy pracy konstrukcji przy wzroscie sity P. Okre$li¢ przemieszczenia u#y punktu B przy ob-
cigzeniu sita P = 225 kN i po odciazeniu.

Rozwiazanie. Ustr6j jest statycznie niewyznaczalny. Jako zmienna niezaleZna wezmiemy us.
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Rozdzielajac w punkcie B tuleje od watka wykreslamy przebieg sity P.(us) w tulei i sity P, (up) w watku,
Punkt I o wspolrzednych

P, = R, A, = 100 kN, uy = R, //E = 0,25 mm
odpowiada osiagni¢ciu stanu plastycznego w tulei, a punkt 3

P, = R, A, =150 kN, uy = R.2)/E = 0,50 mm

-, I
m:::j-’ 0 F |03
=
Utrwate [<—Uif

— ——ug——-

Rys. 14.8. Rozwiazanie statycznie niewyznaczalnego ustroju

osiggnieciu stanu plastycznego w walku. Catkowita sita dzialajaca na zlacze tulei i walka jest P = P+
-+P,, a jej wykres 0, 5, 6, 7 jest suma rzgdnych wykreséw 0, 1, 210, 3, 4. Gdy up < u;, a P < 175 kN,
wowczas ustrdj jest sprezysty P, = up A, E/l, P,, = ug A, E/2] i z rOwnania P = P+ P, otrzymujemy
ug, a nastgpnie

0 = 20,, = Eugfl = 2P[(2A,+A4,) .

Gdy u; <u< u;', wowczas tuleja pracuje w stanie plastycznym, a walek w stanie sprezystym, przy
czym 175 kN < P < 250 kN. Wreszcie, gdy u > u;', tuleja i watek pltyna, przy czym sila

P = Pgrau = Re(A2+A1) = 250 kN = const.

Z wykresu P (up) badz analitycznie okre$lamy up ~ 0,42 mm dla P = 225 kN. Przy zdjeciu tego ob-
ciazenia wykresem P (up) jest linia CD réwnolegta do 0,5. Odcinek OD = 0,096 mm = 0,10 mm przed-
stawia odksztalcenie trwale dla P = 0. Tenze wynik otrzymamy analizujac spadek sity P,, w sprezys-
tym walku (linia 0,3) i sity P: w plastycznie odksztalconej tulei (linia EF || 0,1). Gdy ug = OF, wowczas
sita P, = 0, natomiast walek jest jeszcze rozciagany (P, # 0). Przy dalszym zmniejszaniu up w tulei
pojawia sig $ciskanie (linia FG i P, < 0). Przy catkowitym odcigzeniu (P = 0) rozciagajaca sila P, =
= DH musi réwnowazy¢ Sciskajaca site 2= DG. Punkt G otrzymujemy z przeciecia EF z odwréco-
nym wykresem P,,.

6. Dwa cienkie, ztozone bez wcisku pierscienie stalowe o jednakowej szerokosci wykonane z ma-
terialow idealnie plastycznych obcigzono cisnieniem p (rys. 14.9). Zbadaé ich prace przy wzroscie p,
jesli dla wewngtrznego pierscienia R; = 230 MPa, dla zewnetrznego R:_,' =400 MPa, a E' = E” =
=2'10% MPa.

Rozwigzanie. Zmienna niezalezna jest przyrost u promienia r i wtedy odksztalcenie wzgledne
&’ = ¢’ = ufr. W zakresie sprezystym o’ = ¢’ = E’¢ = E’ujr, a cisnienie

P = ('8 +0"8")r = E' (& +8") ufr.

14.1. Zasadnicze cechy pracy ustrojow sprezysto-plastycznych

Sprezysta faza pracy konczy sie z chwila, gdy 0 = R, i gdy

P = Doy = RUF+0")r =23 MPa, it = R.¥/E’ = 0,345 mm .

Gdy p > Pspr, DierScien wewnetrzny staje si¢ plastyczny (o’ = R; — const), natomiast w zewngtrznym

jest nadal ¢ = E’ufr, skad ) it
p = (@& [r)+(@”’8"[r) = Re &N+ (Ewd”[r?),

a wiec p rosnie wraz z u, przy ¢zym u > isp:- Ta faza trwa, dopdki ¢ < R,. Gdy ¢” = R, czyli gdy

— (R.&'+R.8")r =287 MPa, uz = R/r/E’ = 0,600 mm ,

D = Dgran
Mf:"ouqk
30F 4 123
c
a"
) \1 20
.ll | g ] 1
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Rys. 14.9. Praca zespolu pierscieni w stanie sprezysto-plastycznym '|

wowczas pierScien zewnegtrzny przechodzi w stan plastyczny i przy dalszym wzroscie u jest p = Peran =

— const. Caly przebieg p (1) podaje wykres 0, 1., 2., 3'.

7. Zespdt pierécieni z zadania 6 obcigzono cisnieniem pc =
stana po odciazeniu?

Odp. Z wykresu (rys. 14.9) lub analitycznie Uirwaie
— 40 MPa, a o' = —g’’8"’[0’ = —20 MPa,

25 MPa. Jakie naprezenia ¢’ i ¢’ zo-

— OD = 0,060 mm, skad 6" = Etieware/l =

14.2. Zginanie belki sprezysto -plastycznej

Zaczniemy od analizy czystego zginania (rys. 14.10a). Dla prostoty zaklada'm.y, y/
przekrdj belki ma dwie osie symetrii y, z, moment gnacy M, dziala w plaszczyzme. Xz,
a wykres g (€) jest symetryczny wzgledem O (rys. 14.10b). Z racj1 symetrii warstwa obojetna

b

Rys. 14.10. Czyste zginanie sprezysto-plastyczne
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jest 0§ y, a zgiecie zachodzi w plaszczyznie xz. Warto$é M, jest przy tym wieksza od war-
tosci M, dla ktérej we wiknach skrajnych osiagamy granic¢ sprezystosci, tj.

Moo = Ospr Wy = 205, Jylh. (a)

Poniewaz przy czystym zginaniu przekroje zostajg zawsze plaskie, niezaleznie od tego,
czy material jest sprezysty, czy nie (art. 5.5), zatem odksztalcenie wzgledne ¢ we witdknach
warstwy BB wyraza si¢ wzorem (5.7), czyli

o (b)

gdzie o — promiefi krzywizny warstwy obojetnej. Ponadto, jak w art. 5.5, pomijamy
wzajemne poprzeczne naciski widkien wzdtuznych, wobec czego wlokna te sa w stanie
prostego rozciagania lub $ciskania. Naprezenia ¢ we widknach badanej warstwy BB sa
Jednakowe, a ich warto$¢ wynika z wykresu o () dla ¢ okreslonego wzorem (b). Elementarna
sita b dz, przenoszona przez widkna warstwy BB daje wzgledem warstwy obojetnej
moment ¢b dz z. Suma tych elementarnych momentéw jest réwna momentowi M,, jako
wysitkowi przekroju. Wynikajaca stad wartosé
n!z
M,=— | obzdz (14.1)
—hl2
zalezy od krzywizny 1/p. Funkcje te, czyli M,(1/o), wyznaczamy metoda wykres$ino-ana-
lityczna. W tym celu obieramy pewna warto$é e,,, w skrajnym widknie C, dla ktdrej

1/@ = 28max/h- (C)

taczac teraz (rys. 14.11) obraz przekroju, rozklad &(z) oraz wykres o(¢) wyznaczamy dla
badanej warstwy BB po kolei: odksztalcenie e (punkt B,), warto$¢ o (rzgdna B,B;),

A zA
c
5 <§é§§§§
-4 -
obz
—
4 obz

Rys. 14.11. Okreslenie wartosci M, dla danej krzywizny 1/0 = 2ema,/h

ktéra ,,przerzucamy” na wykres o(z), i na koniec obliczamy iloczyn bz, biorac odpo-

wynikajacemu z przecigcia CDHOA z osia odcigt
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ych. Temu trwatemu zakrzywieniu odpo-
nia oo (rys. 14.13) jako algebraiczna suma zna-

iadaj lub wlasne napreze 1 ies
b s ot (rys. 14.12) i naprezen o’ przy odciazeniu, gdy

nych juz naprezen o przy obciazeniu M,

Zr  gy=0-0’

~ obcigZenie

Al B
=__ =

My

stan

"9 odcigenie

R 14.12. Wykres Rys. 14.13. Naprezenia wilasne przy zginaniu sprezysto-plastycznym
ys. 14.12.

M,(1/e)

tenze moment M, ma zwrot przeciwny. W tym drugim przypadku material zachowuje si¢

zysci ktad o’'(2):
sprezyscie, a 10Z ) s @

jest liniowy. Okreslony z natozenia wykreséw o i ¢’ rozklad 0(2) jest samozréwnowazony,

i i i zna i t gnacy sg rowne Zeru.
1i e jego wypadkowa sita wzdiuzna i mf)men : 4 .
& Gdy ngaterial jest idealnie plastyczny, opisang ogdlng metode wyli(re.slno (?;21112::;3
. i¢ i i i. Dla przykladu, w belce o przekroju pr '
mozna zastapi¢ metodami analitycznymi prz ML
igzeni j tycznienie zewngtrznych zakreskowany! '
rzy obciazeniu powodujacym uplas o . : :
grszroju (rys. 14.14) profil 6 (2) jest linig tamana, ktérej odcinek 4B; odpowiada sprezyste]

b4 z)
ZT Emax A9 D 2 1‘
. e Ep f=- § —= —— R + ——l—jracace
T = =
BE v i ”“__ fl = = B> ?“g__._: M’ R’ M”
T Y <D P\
_:ml_ BRAWN € g < A Y
L ad® /N ——— Py =
: AN e =] R ===
4 g ¢ RE

Rys. 14.14. Zginanie belki z materiatlu idealnie plastycznego

czesci przekroju, a odcinki AC i BsD czgsciom uplastyczniony'm. Momcnt' gnqcy‘f\;f,

'est réwny sumie momentu M, =R, bh2/6 belki sprezystej o wymlfirach b x hy l.‘momt_n E

JM” = R, b(h—hy)(h+h)/4 odpowiadajacego czgsciom uplastycznionym, w ktérych o =
g — e S. s )

= +R, = const. W wyniku

! " Rcbhz 3 hs ) - MSD\' 3_(hs )2 , (e)
M, =M+ My =—5—1"" % 2 h

wiednie b i z z obrazu przekroju. T¢ warto$é bz nanosimy w funkcji z jako odcinek
B, B. Post¢pujac podobnie dla innych wartosci z otrzymujemy wykres obz, ktdérego pole
daje moment M, odpowiadajacy obranej krzywiznie 1/e. Wynik ten przedstawiamy na
wykresie jako punkt C (rys. 14.12). Powtarzajac taka operacje dla innych e, otrzymujemy
krzywa OACE obrazujaca przebieg M, (1/0). Wykres ten umozliwia okreslenie ugigé
belki oraz trwalej krzywizny 1/, po jej odciazeniu, gdyz wartosé 1/9o = OD, tj. odcinkowi
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gdzie M, = R. bh*/6 — moment gnacy, przy ktérym maksymalne naprezenia sa réwne gra-
nicy sprezystosci utozsamionej tu z R,. Odpowiadajaca momentowi M, krzywizne okre-
Slamy z wzoru (b) wstawiajac e = ¢, = R./E, z = hy2, skad

1/ = 2¢c/h; = 2R, |Eh,. ()

Przedyskutujemy sens wynikow (e) i (f) w funkcji h;. Gdy A = h,, czyli gdy caly przekréj
jest jeszcze sprezysty, wéwczas

Mg a= Mspr =R, bh2/6 > (I/Q)spr = 2Re/Eh = Mspr/EJy . (g)

Przy wzroscie strefy uplastycznionej maleje 4, natomiast M, i 1/ rosna. Przy pelnym
uplastycznieniu przekroju, gdy A, — 0, a ¢(z) ma posta¢ dwoch prostokatéw (rys. 14.15a)

My—>15Mg,, 1llo>o, czyli p—0.

9 b) M, )

R zf
A\ — M_gpr %/‘C e v D =
— Rgbh? AY. s %7’ A

- —_—— 1,0
S”z’ I Re bh? ;
= / '/ Mspr= 3 © ~~odcigZenie

hezo | ——= 05 — | " 2R ——— o obcigZenie

< Ospr — ER ;

i | li_ﬁ z

Ry of O] 1 2 3 Ogr %
Qspr/g?(}‘ ¢

Rys. 14.15. Dyskusja wynikéw analizy zginania belki o przekroju prostokgtnym

Powyzsza warto$¢ M, jest wartosciq graniczng, przy ktorej; zgodnie z przyjetym modelem
materiatu, wyczerpana jest catkowicie no$nosé belki. Jednoczesnie fakt, ze ¢ = 0, wskazuje
na niemozno$¢ zrealizowania tego stanu w Izeczywistosci.

Rugujac z (e) i (f) wymiar A, otrzymujemy zaleznosé

1
Mg - fl e 2 1 - 1 Mg T2
ol Gl ol B L Al RO ®

Ospr Ospr spr

odniesiong do wielkosci M, i o, okreSlonych wzorami (). Jej przebieg (rys. 14.15b)
wskazuje na szybszy w zakresie sprezysto-plastycznym (M, > M,,) wzrost krzywizny
niz wzrost M,. Trwala krzywizne 1/g, belki odpowiadajaca, jak wiadomo, odcinkowi QD
mozemy tu okresli¢ analitycznie jako réznicg krzywizny 1/p danej wzorem (h) oraz krzy-
wizny 1/’ = M,/EJ, odpowiadajacej sprezystemu odciazeniu

1
L R TR M,\z M, ,
W e T e () ®

’

@o —Q— @ Ospr

Jak wyjasniono poprzednio, po odciazeniu belki panuje w niej samozréwnowazony stan
naprezen resztkowych. W badanym tu przypadku ten stan ma postad jak na rys. 14.15c,

14. Praca ustrojow sprezysto-plastycznych
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rzy czym S
- 6M, e o oMoy /iy o My g, )
Op= —0c™= pp2 -R., op= 4 bh? Mp:

; % . <dad
Podobnie obliczamy zalezno$é M,(1/e) dla innych przekrojéw. W przekroju na przyxia
kotowym (rys. 14.16) otrzymujemy . )
M, = (R,73[6)[3 (2o/sin o) +3 cOs %o + 2cos’do] } ®
1/o = R, /Ersindg,

M ]
T stan graniczny
stan spreZysto- plastyczny M,:,S.
0 Mgran.
t _®Ry 1° )
M_qp!‘ 4 —_—
% 1 R T 5
Ospr ET J l
0 1 2 3 % g

Rys. 14.16. Sprezysto-plastyczne zginanie preta kotowego

dzie o, — kat okre§lajacy potozenie warstwy BB rozdzielajacej uplastyczniona i spr§Z;tq

Ezqs’;é ;rzekroju. Odpowiadajacy wynikom (k) wykres M,(1/¢) ma asymptotg pozioma,

gdy caly przekrdj jest uplastyczniony (2, =~ 0) i gdy -
M, = Mpa = 4R, 73[3.

z$ A2 R,

PowyZsza wartos¢, przy ktorej wycze.rpana J:E:S[ catko- !

wicie noénoé¢ belki, jest ~ 1,7 razy wigksza 1]1:2 mom?tft 0 )

M, = R. W, = r® R.J4, przy kt{‘)i'ym skrajne wiok T

na osiagaja po raz pierwszy wartosc R.. - ++_>9ﬂm
W poréwnaniu Z powyZszymi rozrmiamaml 'zna— . ! $

cznie prostsza jest analiza stanu granlc.znegc(r. ktoreg(:

znajomosé jest konieczna do oceny bezpieczenstwa. Po

niewaz w dowelnym symetrycznym szekf?ju stan ten L X R, AS2 |

odpowiada dwuprostokatnemu rozkladowi o(z) (rys. 4/ RL

14.17), zatem moment graniczny jest Rys. 14.17. Okrelenie Myua
Mgran = (Rg A/2) ZZC = Re AZC ’ (14'2)

. : .
gdzie zo — odlegtos¢ srodka ciezkosci pola 4/2, czyli polowy calego przekroju od warstwy

bojetnej (0§ ¥). ) ) ‘ )
° gstaljona ta czy inng metoda zaleznos¢ M(1/0) jest punktem wyjscia analizy poprzecz:

: bl
nego zginania W zakresie sprezysto-plastycznym. Wezmy dl‘a przykladlz wyk?rnzstn:;c4z1§; :
terialu idealnie plastycznego belke wspornikowa o przekroju prostokatnym (rys. 14. !
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w ktér'ej. obcigzenie P jest takie, ze M, < Pl < Mran. Dhugos$é a, na ktdrej przek oj
sa cz.?s.cwwo uplastycznione, obejmuje cze$é belki przy utwierdzeni’u gdzie AJJ P>Zer o
quljf}_]acc wplyw naprezen stycznych obliczamy rozktad ¢(z) jak w ;)rzy adkug cz tspr.
?glnanla (’rys. 14.14). Wstawiajac mianowicie do wzoru (¢) warto$é M, dla slz)ere u ri SkCgO
10w, okresl.amy w kazdym z nich wymiar 4 sprezystej czesci przekrojlf a stad otgrz . ? -
upl'a%styc.:zmony obszar belki zakreskowany na rysunku. Jesli maks,ymalny moymthe n;’y
zbliza SI.Q do wa.lrtoéci M ean, to te uplastycznione obszary zblizaja sie do warstw onl;(:'1 t l
p;zellzro!u (utw1lezdzonego. W przypadku gdy Pl = M,,,, mamy uplastyczrﬁeniej?[er;?
zekroju (rys. 14. = i 5]
lljrzegubj przznoszalcia)l;lg;zlz :tzyﬁn;gzi - 0, 0 = 01 przekrdj ten zachowuje sig jak plastyczny

= le cok 7

spr N
XN

m(x)

Rys. 14.18. Analiza sprezysto-plastycznego zgigcia poprzecznego

b .Aby \fvy"znaczyfi ugiqcia} belki pracujacej w stanie sprezysto-plastycznym, okre§lamy
ajp?erw jej krzywizne 1/ jako funkcje x (rys. 14.18b). W sprezystym odcinku BC badanej
belki mamy oczywiscie R
lje = M,JEJ, = —P(I—x)/EJ,,

;at;)r'mast dla’o‘dcmka C.B wyl‘corzystujemy wzor (h) badz wykres M,(1/0) jak na rys. 14.15b

tc: .C_] czynnto)s;npostqpujemy Jak opisano w art. 9.3. T tak, cheac obliczyé ugiecie f, punktu D
obciazamy belke sita 1 N (,,czujnikiem”), okre§lam iadaj jej 5

/ o , y odpowiad

a nastgpnie wedlug wzoru (9.1) wyznaczamy i B e

fo=[mdd = [ (mfo)dx, (14.3)

gdyz odpowiadajacy krzywiznie 1/p el
: o elementarny wzgledny kat obrotu d¢ =
tu calkowanie przeprowadzamy wykreélnie. * ’ e e
Podobnie rozwigzujemy zagadnienia dla i i
I nnych post jOw ii iatd
G ych postaci przekrojow i innych materiatow

Zadania

1. Okresli¢ stosunek M,,,, /M., dia belek j
e plastycznegé ' 55 ek o podanych przekrojach (rys. 14.19) wykonanych z ma-~
Odp. a) 1,43; b) 2; ¢) 3H [B(H>*—h?)+-bh?]/2 [B (H3—h*)+ bh3].

14.2. Zginanie belki sprezysto-plastycznej 401

2. Okresli¢ strzalke ugiecia f belki o przekroju prostokatnym z idealnie plastycznego materiatu

(rys. 14.20), gdy Pa = 1,375 M. Okredli¢ trwala strzatke ugigcia fo po odciazeniu belki.
Odp. Z wzoru (h) 1/p = 2/0spe = 2M i /ETy, za$ f = 1?[80 = M, [AEJ,. Z wzoru (i) trwata krzy-

wizna 1/po przy M, = 1,375M,,, jest /o0 = 0,625/0.p i fo = 1*/800 = Mipe 12/12,8EJ,.

Rys. 14.19. Do zadania 1 Rys. 14.20. Do zadania 2

— 2-10° MPa, d = 8 mm) mamy zwinaé na zimno Sprezyne o Srednicy
est idealnie plastyczny (R. = 1000 MPa), i wykorzy-
walka (rys. 14.21), na ktérym nalezy t¢ spre-

3. Ze stalowego drutu (E
nawiniecia D = 50 mm. Zakladajac, ze material j
stujac wykres M, (1/@) z rys. 14.16 okreslic Srednice Dy

zyne zwijac.

Rozwiazanie. Zakladajac, ze skok sprezyny jest maly, traktujemy kazdy ze zwojOw sprezyny
jako plaski. Z warunkow sadania mamy trwala krzywizng zwoju 1/0 = 2/D = 40 m~*. Jest ona,
jak we wzorze (i), rowna réznicy krzywizny 1/¢ w chwili nawijania i krzywizny 1/¢” = M, |EJ, przy zlu-
zowaniu, czyli

1/00 = (1/e) —(My/EJ,) .

P P=75kN
A CE ﬂ !D B
e a a=0am g % Qgran
PRERIRERRINNRT
{Msor "
b eta—c——=eb 1=8m o0
Rys. 14.22. Rys. 14.23.

Rys. 14.21.

Zauwazmy, ze przy podanych tu wymiarach M, = Mg.,, 8dyzZ krzywizna odpowiadajaca poczatkowi
uplastycznienia 1/gs,r = 2R.JEd = 1,25 m~* jest wielokrotnie mniejsza niz (1/go), wobec czego

/o =~ (1/eo)+ (Meaan [ETy) = (1/eo)+(32R./3mEd) = 42,1 m™*,

gdzie M, wzigto z wzoru (). Z powyzszego obliczamy @ = 23,7 mm i $rednice watka D, = 20—
—d = 39,4 mm.

4. Jakie sa trwate naprezenia w skrajnych

Odp. o = i[(Mgrau/Wy)—Rc] =~ +0,70R,
wnetrznej stronie zwoju.

5. Okresli¢, jaki odcinek CD watka o §rednicy
-plastycznym, jesli R. = 225 MPa?

Odp. M,,, = 25kNm, skad b = M, [P = 0,33 m, ¢ = 0,83 m.

6. Okredlic warto$é graniczna (o dla rury (rys. 14.23) z idealnie plastycznego materialu. R, =
— 250 MPa, D. =20cm, D, = 16 cm.

0Odp. Wykorzystujac wynik zadania 1 mamy Geean 12/8 = 1,43M,,, i przy

jest Ggran = 14,5 kN/m.

wléknach drutu sprezyny z zadania 3.
— +700 MPa, przy czym s3 one rozciagajace po we-

d = 10 cm (rys. 14.22) pracuje w stanie sprezysto-

M = xR(D?—D})[32D

26 Wytrzymato$é materiatow
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7. Okresli¢ trwale ugiecie konica 4 ws i i i
. Loe pornikowego walka (rys. 14.24) z idealnie plast
teriatu, je§li R, = 255 MPa, E = 2:10° MPa, d = 10cm, / = 75 cm ) e
kgozwiazanie. Rozpoczynamy od wykresu M, i okreslenia uplastycznionego odcinka CB = 25 cm.
— 3 3 4
w rym M, > M,,, = nd’R./32 = 25 kN m. Biorac teraz, jak podano w tablicy, kolejno wartosci

_.

12
n

S

75¢cm

¥

8

a8—=
25cm->»r=———50cm —-]“

Mspr

L} 4
0 0,500 (i

: 0,550

! 0,654

¥ 8 0,702 383.1072

i —— = 0750 - S\

8777 37 5kNm 7 770 003 002 001 ©

Rys. 14.24. Obliczenie ugiecia belki sprezysto-plastyczne;

ao(obrane) 90° 60° 45° 37,5° 300 |
M, K<Nm 25,0 27,5 .7 35,2 37,5 T
1/o m™ 2,55-10-2 2,88 10~ 354102 | 420102 5,10-10-2

x cm 25,0 20,0 06 L 0

kata «o okreslajace uplastyczniony obszar przekroju (rys. 14.16) wyznaczamy z wzoréw (k) wa.rtoéci
n.wmentu gnacego M, oraz krzywize 1/p, a z poprzedniego wykresu M,(x) ustalamy odpowiednie od-
cigte x. Przyktadowo, gdy oo = 45°, wowczas
_ 255-105-(0,05)3 [ (m/4) 1 1 \s
M,="""— 2 |13~ ——— 13— 49— — = 103
G (]/2/2) ]/2 ]/E = 32,7-10° Nm
orizgl/g = 255/2-10°-0,05-0,707 = 3,54-10-2 m~!, a z wykresu My(x) dla M, = 32,7 kN m mamy
z'~ ”,6.cm. W ten 'sposob bud}uemy wykres 1/p w funkeji x. Po obciazeniu belki sita 1 N (,,czujni-
lzm )i wyznacz.emu m (x) obliczamy rzedne m/p w funkcji x. Otrzymany stad wykres catkujemy li-
czbowo w przedz;ale. BC, w wyniku czego mamy f (mfo) dx = 5,64 mm. Na odcinku AC catke funkcji
mfe obliczamy analitycznie, otrzymujac wedlug reguty Wierieszczagina

[ (mfe) dx = 2,55-10-2-0,502/3 = 2,12:10~* m = 2,12 mm .

Calkowite ugiecie przy obciazeniu jest wi et 3 o .
& el 4 J igc 7,76 mm. Przy odciazeniu belka zachowuje sie sprezyscie,

PP 50-10°-0,75°
3EJ,  3:2-10'1(x-0,14/64)

= 7,16 mm.

Poszukiwane ugiecie trwale jest zatem 0,60 mm.

14.3. Sprezysto-plastyczne skrecanie watka kolowego : -5

14.3. Sprezysto-plastyczne skrecanie
walka kolowego
Punktem wyijécia analizy jest wykres t(y) wiazacy W stanie czystego $cinania na-

prezenia styczne t i kat odksztalcenia postaciowego y. Jak méwiono w art. 3.1, wykres
ten (rys. 14.25a) mozna otrzymaé doéwiadczalnie badajac skrecanie cienkoéciennej rury

(rys. 3.4).

]
|
|
|
|
e,
|
T
e
|

\_“h

1

i

i

1

1

I

]

i
|,

i

-

Rys. 14.25. Skrecanie waltka w zakresie sprezysto-plastycznym

elnego lub drazonego) zakladamy jak w zakresie spre-
ktérej wynikiem jest zaleznos¢

()

wego w elementarnej wspélérodkowej rurze z katem
= gp/l. Przenoszony przez tg rure elementarny

W analizie skrecania watka (p
zystym stuszno§¢ hipotezy ptaskich przekrojow (art. 3.3),
y, = gr[l= Or

wiazaca kat v, odksztalcenia postacio
skrecenia ¢ lub wzglgdnym skreceniem O

moment
dM = 1, 2rr?dr, (b)
gdzie 1, — wartos¢ naprezenia, jest rzedna wykresu t(y) dla y = 7. Suma tych momentow
dM jest oczywiScie rowna momentowi skrecajacemu M, skad
M= [ aM=2r [ zridr. ©

noéci r = 7,/0, dr = dy,/6,

Aby uproéci¢ obliczenia, wprowadzamy w powyzszej zalez :
O i Ymax = Fz @ otrzymujac

a zamiast r, i r, wartosci katow odksztalcenia Ypin = Fw

w wyniku N T
M= gy [ witdn. (14.4)
Vmin

Wystepujaca tu catka jest momentem bezwladnosci J, wzglgdem osi T pola ABCD wyk}'esu
1(y). Zastgpujac rzeczywisty wykres t(y) schodkowym (rys. 14.26a) obliczamy J, jako

o Y vl A (@

26*
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1 wtedy zalezno§¢ (14.4) przybiera postaé

M, =55 Jr (14.5)

Obierajac kolejno szereg wartosci @ wyznaczamy odpowiadajace im wartoéci M, otrzy-
mujac w wyniku wykres M,(0) (rys. 14.26b). Warto zauwazy¢, ze dla matych wartosci 0,

a
) T4 b) M A C) A
2 ¢ le—— 9 E
. ysir B / _;; 7 Yoo =R.,-/6
f -
/
. S /
N /& ) &
1y . il ;"‘ 1]
& 7 8 / 5
l // = j‘:‘: 9
0 ;i - -
A A}’" D g 0"‘—8 ’ m‘rJ 8 ) 7

Rys. 14.26. Niektore szczegbly i wyniki analizy skrecania

gdy material jest sprezysty i 1 = Gy, zaleznosé (14.5) jest identyczna ze znanym juz wzo-
rem (3.12) albowiem

Y max
G Go* GJ, O*
J. = f Gy’dy = (s Same= 1 (=) = 2,
Ymin

gdzie J, — biegunowy moment bezwladnosci pola przekroju. Z zaleznosci (3.12) korzy-
stamy rowniez, gdy y tylko nieznacznie przekracza granice sprezystosci yo,, = 1,./G,
gdyz w takim przypadku obliczenie J, obarczone jest duzym bledem.

Pozostale etapy analizy skrecania w zakresie sprezysto-plastycznym, jak okreslenie
rozktadu (r), okreslenie trwalego skrecenia O \rware 1 naprezen resztkowych 1o(r), sa wierna
kopig etapdw opisanych poprzednio w analizie zginania. Dla przykladu, warto$é @
Jest réznica O dla danego M, i skrecenia @' =
przy ktérym pret zachowuje sie sprezyscie, czyli

Otrwale =0 _(MS/GJO) (e)

trwale

M,/GJ, odpowiadajacego odciazeniu,

Podobnie przeprowadzamy analize, gdy materiat preta odpowiada modelowi idealnie

plastycznemu (rys. 14.26c). W takim przypadku mozna sformulowaé odpowiednie za-
lezZno$ci analityczne.

Zadania

1. Wyznaczy¢ zalezno$é M, (6) dla drazonego walka (rys. 14.27) z idealnie plastycznego materiatu,
jedli G = 7,6-10* MPa, 7o = 140 MPa. Okresli¢ trwale skrecenie i naprezenia resztkowe, gdy przy ob-
cigzeniu caty przekroj jest uplastyczniony.

405
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Rozwiazanie. Jako parametr wezmy promien OB = r, dzielacy przekroj 1,1a v;rew;x:zt(r)flr;a ;:::;
sprezysta (z < 7,) i zewnetrzng uplastyczniona (v = 7, = const). Moment M, przen
cze$é sprezysta jest wedtug wzoru (3.19)

M. =n (r4—r:) To/2,

AL
KNm —

) | /

40_ /
A -

0 ’J Ospr 4 6 @.wzr‘%d
= Btrwate

Rys. 14.27. Skrecanie watka z materiatu idealnie plastycznego

a moment M.’ przenoszony przez czeS¢ uplastyczniona
F2

M = 2me f r* dr = 25 (2 =) Tl3.

r

Catkowity moment M, jest wiec : .
R ARGID)
M, =M +M;, = 5 - 3\ E -

3¢ w
a ])()Iladto z ZaleZIlOSCI a) mamy @ Y ¥ T Gr. Blorac teraz szereg wartoscl r w przedzlale 4

( ) sp / pl/

Tz ()tl'ZyInu]emy kIZyWQ OCA podanq na WykIeSle lus(@). Iunkt C OdDOWlada pOCZthOWI uplaStycz-
nienia, gd& I rz;, a Jego WSDOhZane sg

= . = 3,07-10-2 rad/m.
M,,, = (rs ©,/2) [1—(ru/r)*] = 44,5 KNm, O To1/Grz

ieni = i a stan graniczny. Po-
Punkt 4 odpowiada pelnemu uplastycznieniu, gdy T4 = Ty, I =Ty 1 OZNACZ g
niewaz r, = 0,5 r,, zatem

— = -10~2 rad/m .
My = Myaa=Tr 13 7/12 = 55,3 kKNm, @4 = 20, = 6,14 /

. . G
i i O = 0,1 M, = M, skad otrzymujemy ©irwaie
ie wyznaczamy z wzoru (e) biorac ' oft o
Tf“;a;?; Slli)r?:ir;g/my= 1,31°/m. Rozklad naprezen resztkowych 7o(r) jest roznica wykresu = (r)
= 1:;1 — const przy obciazeniu momentem M. i rozktadu

‘r’(r) = MA r/Jo

o Lo ‘i (v) —— 36 MPa
przy odciazeniu, gdy material zachowuje si¢ Sprezyscie. Odpowiednie wartosci (To)c

ek i$ni 7 ki jow. Przyjmujac, ze material
7 Sci$nieto az do pelnego styku zwoj .

2. Stalowa sprezyne (rys. 14.28a) scisnig £l i, 720 e
sprezyny jest idealnie plastyczny (7p = 500 MPa, G = 7,6-10* MPa) okresli¢ skok A, sprezy
odciazeniu, jesli D = 30 mm, d = 6 mm, h =12 m‘m. . .

Rozwiazanie. Jak wiemy, drut sprezyny pracuje gtownie na sk.rqcan e, e

ko si o’i';t dq; = ® ds. Odpowiadajace temu poosiowe przesu.nl_e,m.e fi (zrmanz,is (o} uc Jc B
Sbrl‘i?zzan:‘y jal‘iw art. 9.5 1 przy tychsamych uproszczeniach (pominigcie momentow gnacych,
o art. 9.
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itd) bi . . - .
) biorac jedynie dp = @ ds zamiast dp — M, ds/C. W wyniku zamiast wzoru (h) z art. 9.5 mamy
fi=[m6ds=6DI2 ==D*0)2,
1

gdyz dla .Cdnego VA Oju dlu S¢ dr y4 Z1 W W, zakre 1e
W g0sC d utu 1 ~ D alez o0$¢ y. 7 i j

: g . - g . & po zsza obo 13Zuje Zaréwﬂo w S.

SI)IQZySty n, Jak 1 SprQZyStO-plaStyCZﬂyII], gdyZ Wylllka z Ogéhlei metody okt eélenia przer [ll'eSZ czen

T(r) po obcigieniu MF”E;JT?' -0,66-1072
spr’ U

B s, 500F 2 g
A
4]
g Q’ ‘
B =" D e
e A 1 T : 2~
77 g(r) po adci?;z‘en[u i -.__ymx=1,27-10'2ﬂ &

Rys. 14.28. Analiza skutkow tzw. dobicia sprezyny

Przy pelnym Sci$nigciu zwojow f, = A—d, wobec czego
O =2(h—d)mD?* =2 (12—6)/m 30> = 4,25-107® mm~! = 4,25 m~!
a odpowiadajacy temu maksymalny kat ym,x wedtug wzoru (a) |
Vmax = Odf2 = 4,25-6-10-3/2 = 1,27-102 rad .

Poniewaz Ymay > Yepr = T = '
max sor = Tp1 /G = 0,66 -10~2 rad, zatem rozkt j
Haie ! s zktad = (#) na przekroju drutu j i, j
podaje rysunek. Na wykresie 7 (y) temu rozkladowi odpowiada linia OAB I\J/Iomentl i])eesztwtlzlc(ilr’lj?‘k'
. oéci

J, figury OABCD jest przy tym
_ 3

Je = [ 102 4y = (01 Yiasl3) — (Tp1 73me/12) = 330 N/m?,

a wedlug wzoru (14.5) moment skrecajacy
n M, = 2r J/©? = 21 330/4,253 = 26,9 Nm .
Przy odciazeniu nastgpuje odwrotne skrecenie @’ o wartosci
' O’ = M,/GJ, = 26,9/7,6-10'°- (6*-10-12/32) = 2,78 m~!
ktéremu odpowiada rozsunigcie sie zwoju fl' ,
' fi =7m*D*@[2 = 3,93 mm ,

oraz poszukiwany skok zwoju h; = d+f] = 9,93 mm

Rozklad naprezen resztkow j
ych zo(r) jest rozni iazeniu i
o o) jest réznica T (r) przy obcigzeniu i T’(r) przy odciazeniu.

(To)ay = Ty —(My/ Wo) = 500—(26,9-16/m 0,6%) = —133 MPa

> AGADNIENIA STATECZNOSCI
15 usTROUOW

15.1. Podstawowe pojecia. Metody rozwigzania

Jak wykazano w art. 6.3, Sciskany smukly pret przy pewnej tzw. krytyeznej wartosci
obciazenia zmienia pierwotng postaé réwnowagi, przy ktérej o preta jest prosta, na druga,
w ktérej o preta staje si¢ zakrzywiona. To samo zjawisko zmiany postaci réwnowagi,
tzw. utrata statecznosci, wystepuje 1 w innych ustrojach, zwhaszcza w tych, w ktérych
jeden wymiar, np. grubosc, lub dwa wymiary, np. wymiary przekroju, sa male w poréwnaniu
z pozostalymi. PoniewaZ przy utracie statecznosei powstaja na ogol duze naprezenia
dodatkowe prowadzace do zniszczenia ustroju, okreslenie krytycznych obeigzen jest dla
oceny bezpieczenstwa sprawa zasadnicza.

Metode badania statecznosci objasnimy na przykiadzie ustroju (rys. 15.1), w ktorym
rolka o ciezarze O polgczona jest ze sprezyna 1 moze toczy¢ sig bez tarcia po cylindrycznej
biezni. W pierwotnym polozeniu sprezyna jest nie napigta, a TOWNOwage rolki zapewnia

(R4 F)rfﬁofja
K(R+r) sina |4 2 h
-_— el P
o

e =
- ~

~

_.-/ AN N N
x| IN=0/coscx
stan | stan po =l
plerwotny | wychyleniu _¥g
Iy

Rys. 15.1. Przykiad analizy statecznosci ustroju

reakcja biezni N = Q. Zbadajmy teraz zachowanie sie ustroju przy wychyleniu go z po-
lozenia pierwotnej réwnowagi z uwzglednieniem towarzyszacych temu zmian wartosci
Kierunku i charakteru sit. Wychyleniu rolki o kat o towarzyszy tu zmiana wartodci i kie-
runku reakcji z N na N, oraz pojawienie sig sily K(R+r)sin a w sprezynie. Badajac na
razie tylko male wychylenie a widzimy, ze na rolke dziata w kierunku A’C sita
P=Qsino<—K(R+r)sino<cosaz[Q—K(R+r)]oz, ()

ktérej znak zalezy od tego, €zy K(R+r) jest wigksze, mniejsze, CZy réwne Q. W pierwszym
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przypadku sifa ta jest skierowana na lewo i dazy do przywrdcenia pierwotnego stanu.
Moéwimy wtedy, ze pierwotny stan réwnowagi jest trwaly, lub inaczej, ze ustrdj jest sta-
teczny. W przypadku drugim sita P jest skierowana na prawo, a wigc dazy do zwickszenia
zalozonego na poczatku wychylenia. Mowimy, ze pierwotny stan réwnowagi jest nie-
trwaly lub Ze ustrdj jest niestateczny. Wreszcie, gdy Q = K(R+7), ustréj, niezaleznie od
pierwotnego stanu réwnowagi, zachowuje ja réwniez po wychyleniu i mowimy wtedy, ze
ustrdj jest w stanie réwnowagi obojetnej. Tak wigc stan réwnowagi obojetnej rozdziela
grupe stanoéw réwnowagi trwalej, gdy O < K(R+r), od nietrwatej, gdy O > K(R+r),
a odpowiadajace mu obcigzenie
Oy, = K(R+7) (b)

nazywamy obciqzeniem krytycznym. Jak widaé, okreslenie tego obciazenia zawiera naste-
pujace etapy postgpowania:

a) okreélenie stanu réwnowagi pierwotnej (postaé odksztalceri, charakter i warto§é
wszystkich sit wewngtrznych i zewngtrznych),

b) okreslenie wychylenia ustroju z pierwotnej réwnowagi i towarzyszacych temu
zmian wartos$ci, kierunkéw i charakteru wszystkich sil,

¢) sformulowanie i Tozwigzanie warunku réwnowagi ustroju w stanie wychylonym
oraz dyskusja wynikow.

Opisana metode badania statecznosci, zwang metodq analizy réwnowagi, zastosujemy
do pryzmatycznego preta utwierdzonego na jednym, a podpartego na drugim koficu
(rys. 15.2). W stanie pierwotnej réwnowagi pret jest prosty, a reakcja podpory B jest

/ e Y”YZT g
I i YN N U N
o '\/yz
S - N
W TSI e %

stan P
wychylony ?

0 T 27 Ikl
| £
(kf.)mr'n

Rys. 15.2, Przyktad analizy wyboczenia preta

réwna zeru. Jedynym obciaZeniem jest sila’P, wywolujaca stata na calej dlugosci site
wzdluzna N = P. W ten sposéb koriczymy etap a) zadania.

Wykorzystujac fakt do$wiadczalny, ze Sciskany pret moze przy pewnej wartosci obcig-
Zenia przej$é z pierwotnej postaci réwnowagi w druga postaé z wygieta osia, zakladamy,
ze rozpatrywanym wychyleniem jest male ugiecie w w plaszczyinie xz. W poréwnaniu
z przykladem poprzednim réznice stanowi to, ze wychylenie w jest funkcja x, a nie para-
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metrem, jakim byt kat «. Temu wychyleniu towarzyszy nie tylko pojawienie sie reakpji Ry
jako ob,ciqunia dodatkowego do sily P, lecz takze zmiana spo.sobu pracy preta SI-)OWOIdO-
Jwana zginaniem. Na wysilek przekroju skladaja si¢ teraz nie tylko sila vs(r)zdluzna, ecz
i sila tnaca oraz moment gnacy, ktorego wartoéé okre§lona z wzoru (5.20)
M, =EJ,w" ©
j 7 si
przedstawia moment naprezen normalnych w badanym przekroju C. Na tym konczy si¢
tap b) rozwigzania. . .
) I1)’rzifstfgpujalc do etapu ¢) zauwazmy, ze rownowaga kazdeg_o elementu pr¢ta vtv st.::u:;c1
wychylonym istnieje, gdy wynikajacy z napr¢zefi moment M? 'Jest réwny momentow
obciazenia. Ten ostatni ma w’ badanym przekroju C wartosc

—P.CD+Ry(l—x) = —Pw+Rp(l—X), (d)
wobec czego z przyréwnania (c) i (d) otrzymujemy 5
EJ,w'" +Pw = Rg(l—x).
To réwnanie rézniczkowe okresla ugigcie w(x) jako 2
w(x) = By sin kx + B, cos kx+(Rp/P)(1—%),
gdzie B;, B, — nie znane na razie stale calkowania, a parametr
K= /P/EJ, m™*. (15.1)

Stale B, i B, oraz nie znana reakcj¢ Rg okreslimy z warunkow
(w)x=0 =0 5 (w/)x=0 =0 5 (w)x=l = 0,

dajacych w wyniku nastgpujace réwnania jednorodne: ' '
B,+(Rp/P)I=0, B k—(Rg/P)=0, Bysin kl+B,coskl=0.
= j z trze-
Wyznaczajac z dwéch pierwszych réwnan Ry = kPB,, B, = —B; kl otrzymujemy
ciego réwnania zalezno$¢
: B,(sinkl—klcoskl) =0. )
v o z_9 4 (e H B £ 0
Pierwszym rozwiazaniem wynikajacym z tej zaleznosFl jest Bl. o 0,aw gastqpst;v:{ (2) i
iR = 01 wtedy w(x) = 0. Wynik ten odpowiada pierwotnej }'owr}owa ze pre ipZalllie
proBstej ktory jako nieinteresujacy pomijamy. Istotne nat‘omlas.t ]E?St. drlfgw r::)lzls())vda;i gd;
w ktér;m B, # 0 odpowiada réwnowadze preta w postaci wygigtej, i ktére za . 3
tgkl = kl. (
o S e (h
Warunek (h) okresla site krytyczna Py, ukryta w par?.metrze.: k. fI"0111(1e‘waz réwnanie (h)
jest przestepne wzgledem K, rozwiazujemy je wykreslnie rysujac funkcje
Y, =tgkl, Y,=kl,

w funkcji argumentu k. Punkty przecigcia a, B, ...daja waftoéc:i kl spelma_]accte IOWVI;?(I;;Z (gz)é
przy czym znaczenie techniczne ma warto§é (kI) odpowiadajaca punktowl a. X
(kD min < 3m/2, a dokladniejsze rachunki daja

(kDmin = 4,493

i i temu na-
Podstawiajac tg warto§¢ do (15.1) wyznaczamy P,, ~ 20,19EJ,/I>. Wynikowi tem
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dajemy posta¢, jak w przypadku podstawowym wyboczenia preta zakoficzonego przegu-
bami (art. 6.3), tzn,

n?EJ
Py, = 7 z, (15.2)
gdzie I, — swobodna dlugo$é wynoszaca w tym przypadku
I, =ml[4/20,19 ~ 0,701, @)

Wynik powyzszy podano poprzednio bez dowodu na rys. 6.24.

Podobnie jak w art. 6.3 otrzymane tu rozwiazanie nasuwa kilka watpliwosci. Przede
wszystkim nie znana jest warto$¢ stalej B,, a w nastgpstwie i maksymalnego ugigcia.
Ponadto nie jest jasne zachowanie si¢ preta przy sile P nieco wickszej od P,. W tym
bowiem przypadku réwnanie (h) nie jest spelnione, wobec czego z réwnania (g) mamy
znowu By = O oraz B, = 01i Ry = 0, czyli réwnowage w postaci prostej. Paradoks polega
wigc na tym, Ze przy P = P,, mamy réwnowagg w postaci wygietej, a przy troche wick-
szym P pret staje si¢ znowu prosty.

Przyczyna tych niekonsekwencji jest, Ze zalezno§é (c) jest przyblizona i stosuje sig
tylko do malych ugigé. Przy P > P,, ugiecia rosna tak szybko, ze potrzeba stosowaé
pelne réwnanie linii ugigcia, tj. réwnanie (a) z art. 5.8, i wtedy otrzymuje si¢ jednoznaczne
odpowiedzi bez powyzszych watpliwosci,

Zadania

1. Wyznaczy¢ krytyczna warto$é sity P pryzmatycznego preta wspornikowego z dodatkowa spre-
zysta podpora (rys. 15.3).

Rozwiazanie. Poniewaz etap a) jest identyczny, jak w przyktadzie z rys. 15.2, przechodzimy od
razu do etapu b), w ktérym zakladamy wychylenie w (x), jak podaje rysunek. Temu wychyleniu towa-

W KWB
z 10 Yg__ pP
s l - Wg —W-—] c =
g s - ey g pa L& ] W
‘Ib’.. S—_. ——.—x : -
A \EJy=const =K N/m e X - W X
T

Rys. 15.3. Wyboczenie wspornika z dodatkowa podpora sprezysta
rzyszy pojawienie si¢ reakcji spreZyny Kwp, wobec czego w badanym przekroju C moment gnacy od
obciaZenia jest
P-CD—Kwy(l—x) = P (wp—w)—Kwp(l—x) .
Réwnowaga kazdego elementu wyboczonego preta zajdzie, gdy
EJ, w'’ = P (wp—w)— Kwg(I—x) ,
skad po uporzadkowaniu otrzymujemy réwnanie roézniczkowe

EJ,w'+Pw = [P—K (—x)] ws,
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w ktorym wg jest warto$cia stata. Rozwiagzanie réwnania
w (x) = B sin kx- B, cos kx+[1—(K/P) I—x)] wg
zawiera stale calkowania B i B;, przy czym k = -'/ P|EJ,. Do wyznaczenia tych stalych oraz ugiecia wa
mamy teraz warunki
(W)x—0 = 0, (w,)x=0 =0, (W)x=1 = Wp,
dajace w wyniku nastgpujacy uklad réwnah jednorodnych
0:B,+ 1B, +[1—(Xi[P)]ws =0,
k By + 0-B;+ (K/P)wp =0,
sin k! By--cos kl B+ O-wpg=0.
Trywialne rozwiazanie tego uktadu, tj. By = B, = ws = 0, oznacza rOGwnowage prqta} w postaci prostej.
Niezerowe rozwiazanie, czyli téwnowage w postaci wygietej, otrzymamy przyréwnujac do zera wyzna-
cznik charakterystyczny D tego ukladu réwnan, tj.
0 1 1—(Xl/P) |
D= k 0 K/P =0.
: sin kI cos kl 0
W wyniku tego mamy zalezno$étV.
(K/P) sin kl+k [1—(Kl/P)] cos kI = O,
ktéra po przeksztalceniach ma postaé
tg kI = ki—(ET,/KI®) (kD)? .
Wartoéé (KDmia Spelniajaca to réwnanie przestgpne wyznaczamy wykreslnie (rys. 15.4) jako odcigta
odpowiadajaca punktom «, f, ... przeciccia krzywej Y; = tg kl z krzywa
Y, = ki—(1/%) (kD)?*,

A

o "
B T2ETy
| Phr="T2
4 = T
"17, Y 15 — K13
2 ’ X =—
)
2 ,42 z"j/[ £ y
Pt 4
7 asymptota
| Wa 10 g p\
.S "-\} £ %ﬂt kt ~07
(I -
= k IN—% 00 20 30 40 x

Rys. 15.4. Wynik rozwigzania wyboczenia z rys. 15.3

gdzie parametr x = KI®/EJ, charakteryzuje wzgledna sztywno$é sprezyny. Przypadek x = oo :;ﬂ[;o-
wiada sztywnej podporze jak na rys. 15.2 i wtedy I, = 0,701 Przy;.)adek % = 0 oznacza Prqt wspok 0-
wy bez podpory i wtedy & = 21 (art. 6.4). W sytuacjach po§redn1’ch w'artosm Il ?odaJ.e rysune 6 )

2. Wspornikowy pret (rys. 15.5) obciazony jest sita P za posrednlc':twem d\'NOf:h linek, z ktéryc
kazda przechodzi bez luzu i tarcia miedzy stalymi rolkami. Wyznaczy¢ warto$¢ sity Py

(1) Ten sam wynik otrzymamy rugujac kolejno z ré6wnat niewiadome i dochodzac do réwnania ty-

pu (g).
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Rozwiazanie. Obraz preta w stanie wygigtym jest podobny do rys. 15.3, gdyz linki powoduja
zmiang kierunku sity P, w wyniku czego na koniec B dzialaja: pozioma sita P cos « = P oraz pionowa
Pwp/L. Ta ostatnia spelnia wigc rolg sprezyny o sztywnosci K = P/L. Wstawiajac te wartosé do row-
nania okreslajacego wielko§¢ kI mamy teraz zalezno$é

tgkl = —kI[(L/D—1],

N

Rys. 15.5. Wyboczenie preta ze sterowana zmiana kierunku sity P

ktorej rozwigzanie metoda wykreslna (rys. 15.6) daje warto$é (k)mya. Widaé, ze gdy L/l > 1, czyli gdy
rolki prowadzace linki sqa na prawo od punktu 4, wowczas (1/2) < (kD)mia < 7. Gdy L = I, wéwczas
(kDmin = 7, a swobodna dlugos¢ /; = I jak dla preta przegubowo podpartego na koncach (przypadek
podstawowy). Gdy L < [, prosta ¥, przecina krzywa Y, dla &/ w przedziale w, 3w/2 i wtedy L, < I,
Powyzsza dyskusja wskazuje, jak duza role w analizie wyboczenia odgrywa kwestia zmiany kierunku
sit obciazajacych.

3. Wyznaczy¢ wartosé Py, dla preta o sztywnosci skokowo zmiennej (rys. 15.7). Zbadaé przypa-
dek, gdy EJ,; =4EJ,;, a =5 = I/2.

Y Ya
A
~Y;=tgkl h
2
i)min_"' =
o T T3
z 3w| & S -
~ Ha=P A K Wz 8 P
s T S
- Xy
w) X2

Rys. 15.6. Rozwiazanie roéwnania tgkl =

= —kI(L/D—1]

Rys. 15.7. Do zadania 3

Rozwiazanie. Rozpoczynamy od razu od analizy preta w stanie wychylonym. Pionowe reakcje
na podporach sa réwne zeru, a jedynym obciazeniem jest sita P i reakcja H, = P. Z racji rdinej sztyw-
nosci odcinkdw AC i CB wychylenie w (x) oznaczamy odpowiednio przez wi(x) i w2(x), wobec czego
moment gnacy

Mgl=—PW1, 0<x1<a, MgZ:—PWZ, a<x2<l.
Rownania réwnowagi w obrebie odcinkéw AC i1 CB s3

[ET,ywi{+Pw; =0, EJ,,w)+Pw, =0,
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a ich rozwiazanie przy oznaczeniach ki = 1/ P[EJ,;, k> = }/ P|EJy, jest

wi(x) = By sin k1x-+ B, cos kix, wa(x) = C, sin kox+ C, cos kox .
Stale B,, B, C; i C, wyznaczamy Z nastepujacych warunkow;
(wl)xl=0 =0, (wl)xl=a e (Wz)x2=n s (W;)xl——m = (W;)x2=a s (W2)z=1 = 0,

7z ktérych pierwszy i czwarty wynika z podparcia preta na podporach A i B, pozostale zas sa 'warunkarfli
ciagtosci w przekroju C. Warunek pierwszy daje B, = 0, pozostale za§ po uporzadkowaniu stanowia
uklad trzech réwnan jednorodnych
sin k,a Ci+ cosk,a C,—  sin kiaBy =0,
k, cos kya C;—k; sin kaa C,—k,coskiaB, =0,
sink;! Ci+ coskal C; + 0:-B, =0.
Przyréwnujac do zera wyznacznik charakterystyczny tego ukladu, jak w zadaniu 1, otrzymujemy row-
nanie przestgpne
k2 tg k1a+k1 tg kzb =0
okreslajace site P, dla ktorej zachodzi réwnowaga w postaci wygietej. Nie wnikajac w sicz;aiélz 1I;o—z_-
wigzania zbadajmy przypadek, gdy a = b =12, EJ,; = 4EJ,3, tj. gdy 2k1 = ks, kia = ki 1[2, k2b =
= k, I, a poprzednie réwnanie jest
2tg (kyl/2)+tg ki = 0.
Rozwiazanie tego rownania daje dwie odpowiedzi:
tg (kj2) =0, skad kid=2m, 18 k4lf2) = }/2 , skad ki ~1908,
z ktérych druga odpowiada mniejszej sile krytycznej
P~ 1,9082- EJ,y . 3,64 EJy1 14,6 EJy2
NNy 2 2
Widaé se (M2EJ,/12) < Py, < (W2EJ, [I?). Wartos¢ w2EJ,,/I> odpowiada v&./yboczeniu quta ; gtz‘ale_t]
sztywnosci EJyy (mniejszej), w stosunku do czego pret rzeczywisty wzzmocr;}ony na odcinku jes
iej i ia si i i ie, t]. Pxr < m Elufl.
sztywniejszy. Podobnie uzasadnia sig¢ drugie ogramc:.aefne, } J 4 )
4. Niewazka rurka zapeliona niewazka i nieScisliwa ciecza zamknieta JcsF szczeln};)m 1‘.]1;(‘:211::;;
mogacym sig poruszaé bez tarcia (rys. 15.8). Zakoficzenie rurki i ttoczka stanowid przeguby. zial

2 5 e ich
sity P na tloczek wywoluje ci§nienie w cieczy, przy czym mnie ma sily §ciskajacej w rurze. Czy W taki
warunkach rurka moze utraci¢ stateczno$¢?

rurka ciecz ttoczek B
sl

Rys. 15.8. Wyboczenie Tury z ciecza

Odp. Utrata statecznosci nastapi jak w zwyklym Pr@cic. Jesli bowiem przecxlz:z5 myslo:;or ;;;1:)@-
w stanie wychylonym, to wida¢, ze sita P daje w przekroju C moment M = —Pw, o reagorni p Lona0;
wazy bynajmniej ci$nienie p cieczy. Aby istniata réwfmwaga:, w I'L}I'Ce musza powsta napre:
malne dajace moment M, = EJ, w”, skad otrzymujemy réwnanie
EJ,w'=—Pw lub EJ, w'’+Pw =0,

Jego rozwiazanie pIzy oznaczeniu k = ,/P/EJ, jest
w = B, sin kx+ B, cos kx ,
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a warunki brzegowe (W),—o =0 i (w),_; = 0 daja B, = 0 oraz
Bysinkl=0.

Jak widaé, moze istnie¢ rOwnowaga rurki w stanie wygietym, gdy sin Kl = 0, (kl)mn = 7, a sila
Py, = m2EJ,/[I?

jest wiec taka, jak gdyby sila P dzialala na rurke bezposrednio.

5. Na pryzmatyczny pionowy pret wywarto za posrednictwem cieczy cisnienie p wywolujace w pre-
cie site Sciskajaca N = pd4 (rys. 15.9). Czy w tych warunkach pret moze wyboczyé sie?

Odp. Nie. Zat6zmy na chwilg, ze pret ma posta¢ wygieta. Cisnienie p dziatajace na cata powierzchnie
(boczna i gorna) odcigtej myslowo czesci BC ma wypadkowa pA prostopadla do przekroju C i przecho-
dzaca przez jego $rodek ciezkosci, nie daje natomiast zadnego momentu zginajgcego. Wynikajacy ze zgie-
cia preta moment EJ, w’’ jest wigc rowny zeru, skad wynika w = 0, czyli réwnowaga w postaci prostej.
Codziennym przyktadem tego sa rosliny w wodzie, ktére mimo swej wiotkosci zachowuja prosta postaé

844? B A p

Rys. 15.9. Do zadania 5

Rys. 15.10. Do zadania 6

6. Pryzmatyczny niewazki pret oparty na nieprzesuwnych przegubach (rys. 15.10) ogrzewamy réw-
nomiernie o Ar. Wyznaczy¢ warto$¢ Afy,, przy ktérej pret ulegnie wyboczeniu.

O dp. Wobec braku swobody wydluzenia si¢ powstaje w precie sita §ciskajaca P = EAA, Ar (art. 10.8).
Wyboczenie nastapi, gdy P = Py, = n°EJ,/I?, skad At = =?/A%,, gdzie A = l/i, smuklo§é preta,
a A, — wspolczynnik rozszerzalnosci liniowej.

15.2. Energetyczna metoda badania
statecznosci ustrojow

Badanie statecznosci ustrojéw metoda analizy réwnowagi daje wynik w postaci réwnan
rézniczkowych. Ich rozwiazanie, jak widzielismy, prowadzi do réwnan przestepnych na-
suwajacych czgsto duze trudnosci rachunkowe. Z tych powodéw w wielu bardziej ztozonych
zagadnieniach stosuje si¢ metod¢ energetyczna umozliwiajaca rozwiazanie nie tylko
Sciste, lecz i przyblizone. W tym drugim przypadku za ceng pewnej niedoktadnoséci wyniku
otrzymuje si¢ znaczne uproszczenie rachunkdw.

Metode energetyczna objas$nimy na przykladzie preta przegubowo podpartego na
koncach (rys. 15.11). W potozeniu pierwotnej réwnowagi, gdy o$ preta jest prosta, jego
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energia U, wynika ze $ciskania sita P i wedlug wzoru (2.9) ma wartosé¢
U, = P2l[2EA.

Przy wychyleniu z polozenia pierwotnego, gdy o$ preta staje sig zak.rzywiona, energia
preta zwigksza sig o czton AU odpowiadajacy zginaniu. Jednoczesnie na skutek prze-

Ug -
=

B
%

Rys. 15.11. Tlustracja zaleznoéci przy metodzie energetycznej

suniecia si¢ podpory o BB = uy maleje energia potencjalna obcigzenia P o wielkoS¢ — Pug.
W rezultacie zmiana AIT catkowitej energii potencjalnej ukladu
AIT = AU — Pug. (a)

Jedli AIT jest dodatnie, to oznacza, ze wychyleniu preta z polloif:n,ia pieer)tnego towarzyszy
wzrost energii ukladu. Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy‘ jakie$ obce s1'{y %ewngtrzne, na
przyklad P, wykonaja odpowiednia pracg AL = AIT. Jesli tych ob(.:ych sit nie ma, to ukiad
sam z siebie ni¢ ma tendencji do przejscia w stan wychylony. Inn.yrm stowy AIT > 0 oznacz.a
stan réwnowagi trwalej. Gdy ALl < 0, wowczas kazde najmme':].sze wychylm.l.le powo-d’u!e
oddawanie energii na zewnatrz przejawiajace si¢ w ruchu uktadu 1 'Jego t'endenc_u do prze]sc1.a
w potozenie inne niz pierwotne. Jesli wigc AIT < 0, to uklad jest niestateczny. Wreszcie
b AIT=0 (15.3)
mamy stan réwnowagi oboj¢tnej, W ktérym uklad wycl.lylon.y zZ pierwot‘neg(.) potozenia
nie ma tendencji do zadnej zmiany tego wychylenia. Obciazenie P odpowiadajace energe-
tycznemu warunkowi (15.3) jest wiec obciazeniem krytycznym. ’

Dostosowujac ogélny warunek (15.3) do badanego tu przypadku pregta wyrgzmy
wielkosci AU i ug w funkcji zalozonego ugiecia w(x). Jak wiadomo z art. 9.7, energia od
zginania jest

AU = [ (M2[2EJ,)dx,

!

a poniewaz moment gnacy M, = EJ, w"', zatem

1
U=3% [ EJwydx. (15.4)
(V]
Aby obliczy¢ przesunigcie up, zauwazmy, Z&€ po wychyleniu element. CoDy = fix .Za_]mu]e
potozenie CD, a jego rzut na 0§ AB jest dx cos 9. Poniewaz w(x) jest z zatozenia male,
mozna przyjac, ze ,
S~ w, cosdrl—(922)~1-[(w)?*/2].

() Przy matych wychyleniach energi¢ U, moima uwazaé za stata.




416 15. Zagadnienia statecznosci ustrojow

Sumujac rzuty wszystkich elementarnych odcinkdw i odejmujac od pierwotnej dtugosci /

otrzymujemy
i
ug~ I — f [1 i
o

W rezultacie warunek AIT = 0 przyjmuje postaé

] dx = % of (w)*dx . (15.5)

1 (]
JE5, ") dx—P,, [(wy2dx =0, (15.6)
0 1]

w ktérej funkcje w(x) przyjeto jako znana. W badanym przypadku niech taka funkcja
bedzie potfala sinusoidy

w(x) = f sin (7ex/l) (b)
l przechodzaca przez punkty A i B, gdyz (W), = (w);=; = 0. Wstawiajac do wzoréw (15.4)
i (15.5) odpowiednio
w' =(xf[Dcos(mx/), w' = —(m2f[I?)sin(rx/])
i wykonujac catkowanie otrzymujemy
AU =7*EJ, f?|41?, up=mn2f2/4l.
W wyniku z wzoru (15.6) mamy warto$é sity krytycznej
Py, ==%EJ[I? (©)
identyczng z $cista wartoscia (6.14), gdyz przyjeta funkcja w(x) jest taka, jak wynika
Z rozwigzania rézniczkowego réwnania réwnowagi (patrz takze zadanie 4 art. 15.1). Na
0got jednak ta fcista postaé w(x) nie jest znana i wtedy okreslamy P, w sposéb przyblizony
dobierajac krzywa w(x) pasujaca do fizycznych warunkéw zadania. Tymi warunkami sq
W pierwszym rzgdzie wiezy kinematyczne, jak ugiccia lub katy ugiecia w punktach pod-
parcia preta. Dla uzyskania dobrego przyblizenia wartosci P,, pozadane jest, aby dobrana
krzywa w(x) spetniala takze warunki statyczne, np. zerowa warto§¢ momentu gnacego
na podporze przegubowej. Poza tym w doborze w(x) duZe znaczenie ma intuicyjne wy-
czucie ogblnego charakteru krzywej i takie jej cechy jak symetria itp.
Sens tych wskazéwek prze§ledzimy na przykiadzie preta z rys. 15.11, zakladajac w(x)
W postaci wielomianu x. Poniewaz przewidujemy symetryczng postaé ugigcia, zatem dla
wygody obieramy poczatek uktadu w s$rodku pr¢ta i wtedy w(x) ma postaé
w(x) = ao+a,(2x/1)* +a,(2x/1)*, ()]

w ktérej wystepuja tylko parzyste potegi x. Liczbe parametréw a ograniczono przy tym
do trzech. Tak obrana funkcja ma spetniaé warunek (W)x=s1/2 = 0 oraz (W'),_yy/» = 0,
gdyz na podporach 4 i Bzaréwno w jak i moment M, = EJ, w'' saréwne zeru. Z warunkéw
tych wynika, Ze

a0+az+a4=0, a2+6a4=0,
czyli, ze a, = —6a,, ay = 5a,. Otrzymana stad funkcja
W(x) = a4[5 —6 (2x/1)? + Qx/D)*]
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ma jeden swobodny parametr aq. Po wstawieniu jej do (15.6) i scatkowaniu w granicach

+1/2, —1/2 otrzymujemy silg
~ 9,882 ] O]

168 EJ,
_ -

==y P

zamiast Scistej wartosci n2 EJ,/I? ~ 9,870 EJ,[I?. Jak widz'u’:, rc’)inif-:a nie prszracza 1’201;/0?’
przy czym warto$¢ Py, z rozwiazania przyblizonego jest w1c?ksza} niz rze(f?ywmta. Ta ostatnia
cecha jest wspSlna dla wszystkich energetycznych rozwiazan przy‘.bhzonych. )

Gdyby w zalozonym wyrazeniu w(x) ograniczy¢ si¢ do dwc’)ch. plCI‘V!.ISZYCh skladmlfow,
woéwczas mogliby$my spetnié tylko warunek (W)x—yy2 = 0, I?atomlast nie bylby speliony
warunek (M,)y—.y2 = 0. W takim przypadku @, = —ao 1 Z WzoTu (15.6)

P,. = 12EJJI2.

Tak wicc niespelnienie warunku statycznego zwicksza znacznie blad rozwigzania przy-
blizonego (21% zamiast 1,2%/o0). .
Rozpatrzmy z kolei pret (rys. 15.3). Dobierajac funkcje

w(x) = f [1 —cos(rx/2])],
spelniajaca warunki kinematyczne (Wy—o = 0, Weoo = 0) i warunek statyczny (EJ, w'')z—y =
= 0, obliczamy jak zwykle z wzoru (15.5)
i
up =% [ wyrdx ==2f2/161.
) 0

Przy okreSleniu natomiast zmiany energii sprezystej AU szglqdnziam){ poza energia zgi-
nania réwniez energi¢ odksztalconej sprezyny, czyli Kw3/2 = Kf?/2, i wtedy

: 2 2
EJ, Kf? =*Elf*  Kf*
e f Pt S = gt
(o]
Z ogélnego warunku AIT = AU—Pug = 0 otrzymujemy wynik
n?EJ, 32K13 ”
Pu= "1 (1 7c_4EJ,,)’ ©

ktéry w zakresie warto$ci parametru x = KI3|EJ, < 10 daje blad w stosunku do rozwia-
zania §cislego mniejszy od 2%5.

Zadania
1. Wyznaczy¢ site krytyczna dla przegubowo podpartego preta {1B, ktory na §a¥ej dlugoﬁf:l z-le:::z::-
ny jest z podlozem wigzami sprezystymi (rys. 15.12). Sztywnos¢ wigzébw K N/m? jest reakcja ich na

jednostke diugosci preta przy ugieciu w = 1 m.

27 Wytrzymato§é materialow
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Rozwiazanie. Przyjmujac linie ugieci = fsi iaj
: . giecia w = fsin (nmx/l) spelniajaca warunki kinem: i
tyczne (n — liczba naturalna) obliczamy przesuniecie e
up = w2n2f?/41
oraz zmiang energii AU ztozona z energii zginania
1

[ B ovy2 dx = W ELSY
2 473

0
oraz energii sprezystych wiezow

u 1
Kd)w? _ K (2 oo mmx KIf?
‘;f 5 == ff smz—l—dx:_
0

4

A B
T EEEEEEEEEET s

e L s

{ .

W1 w=fsin% dla n=3 *Kd.x-w 4
i W-'L‘ ~ __

L Y\._...dl’ ] ‘-d;x B X :

Rys. 15.12. Wyboczenie preta na sprezystym podlozu

Z warunku AIl = AU—Pup = 0 otrzymujemy

Po=HTEL | KPP wE), ()
12 nzﬂz 'lz nz ?

gdzie » = (I*/n?) ]/K/E.Iy — charakteryzuj §6 sa. Bi ; :
“ T\ je sztywno$¢ podloza. Biorac x jako zmienna ot j
dla r6znej liczby potfal n wykres diugosci swobodnej /: 4 otrzymujemy

I = Y n*+ (efn)?

ma{ej_qce_l w'raz ze wzrosfem . Interesujace jest, ze przy wzroscie » rosnie liczba n odpowiadajaca naj-
mme_]s%ej sile krytyc':zne_]. Dla przykladu w przedziale 4’B’ jest n =2, a gdy 6 < % < 12, wowezas
n=3itd. W punkcxe.l% wykresu obie postacie wyboczenia przy n = 2 i n = 3 sa jednakowo mozliwe

Otrzymane powyzej rozwiazanie jest Sciste. .

S
: \EJf £
r:_— l1 —_— [2 2-__
l o

Rys. 15.13. Do zadania 2

2. W yZnaczyc WaItOéC krytyczna Sll P dla WSPOTrnikowego [)IQta y 5.13 Pr jac, z€¢ wi(x) =
P k

f ( / ) g (l' s. 1 ) Zy, ] ( )

™ EJ] 1

Odp. P, = —
p. P 42 (LWD+ /) (1) — [y —T2) sin (ly /D] 5]
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15.3. Wyboczenie preta w zakresie sprezysto-plastycznym

Zagadnienia przedstawione w art. 15.11 15.2 rozwiazano zakltadajac, ze materiat podlega
prawu Hooke’a. Wyniki te sa wigc stuszne, gdy naprezenia normalne w chwili wyboczenia,
tzw. naprezenia krytyczne, sa mniejsze od granicy sprezystosci'V, czyli

|oke| = |Piel A| < Ospr - (@
Tak jak w art. 6.4 wprowadzamy i tu pojecie smuklosci A, danego preta o swobodnej
dtugosci /;:

As = Liy, (b)

oraz smukloéci granicznej A, jak we wzorze (6.13),
Far =TV E[0 - | ©)
W wyniku tego nier6wnos¢ (a), przy podstawieniu Py, Z wzoru (15.2), przyjmuje postac
Ay > Age= Ty/E[0py - (15.7)

Warunek ten oznacza, ze rozwiazania otrzymane stosuja si¢ do pretéw smuklych. Dla
pretéw bardziej krgpych, gdy As < Ag, a wigc i |ak,| > analiza stateczno$ci musi
uwzgledniaé nieliniowo$¢ wykresu a(e) (rys. 15.14). Nastepstwa tego przejawiaja si¢ nie

Ospris

¢
8y ——>»
=S e {l rozkéad o
T 3 E \
5 1
Sl S |
S s ~ | |
S I
i
, |
C!
| r |

4

Rys. 15.14. Analiza wyboczenia preta sprezysto-plastycznego

tylko w matematycznym opisie zagadnienia, lecz siegaja samego modelu zjawisk. W po-
przednim bowiem ujgciu ustrojem statecznym byt taki, ktéry po usunigciu przyczyn powo-
dujacych wychylenie go ze stanu réwnowagi wracat samoistnie do pierwotnego polozenia.
Jest oczywiste, Zze w sytuacji obecnej wobec przekroczenia o, i wystapienia odksztalcen
plastycznych ustr6j tej wiasciwosci nie posiada. Z tego powodu dia prgta pracujacego
w zakresie sprezysto-plastycznym przyjmujemy taka sile krytyczna, ktéra moze on
jeszcze przeniesé przy matych jego wychyleniach od postaci prostej.

Niezmiernie istotny okazuje si¢ fakt, ze tak zdefiniowana warto$¢ sity krytycznej zalezy
od sposobu przejscia do tej wychylonej postaci. W omawianych poprzednio ustrojach

(1) §ciglej biorac, nalezaloby wziaé, jak w art. 6.4, granicg proporcjonalnosci Gprops roznica ta jed-
nak nie jest istotna.
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sprezystych byly wyraznie dwie fazy, a mianowicie pierwotnej réwnowagi i dodatkowego
wychylenia. W takim modelu zakladano wigc, ze te dwie czynnosci (obciazenia i wychy-
lenia) nastepujq po sobie. Mozliwy jest jednak i inny model, a mianowicie gdy te dwie
czynnoéci sa jednoczesne, tzn. ze wzrostowi sity Sciskajacej pret towarzyszy wzrost dodatko-
wego wychylenia®®, To rozréznienie sposobu postgpowania nie ma znaczenia, dopoki
materiat jest sprezysty, gdyz obydwa postgpowania daja tg¢ sama warto$¢ Py.. Inna jednak
jest sytuacja w zakresie sprezysto-plastycznym, gdy nie obowiazuje zasada superpozycji
(art. 14.1). Okazuje sig, ze mniejsza warto$¢ Py, odpowiada nie stosowanemu dotad dru-
giemu schematowi.

Wykorzystujac te uwagi rozpatrzmy S$ciskany pret (rys. 15.14) zachowujacy prosta
postaé, az do wartoéci P = P, bardzo bliskiej Py,, przy czym zaktadamy, ze loo| = PolA >
> |0pe|- Przy dalszym wzroscie sily, gdy P = P, > P,, zakladamy jednoczesny wzrost
wychylenia w(x) taki, ze we wszystkich wldknach wyginajqcego si¢ preta nastepuje wzrost
skrécenia €. Dla przykladu, w obranym przekroju B skrécenia skrajnych widkien C, D
rosna od wartoci ¢,, gdy P = Po, do wartosci &c i &p, a odpowiadajace im naprezenia
okre$lone sa punktami C’, D' wykresu a(g). Jak podano w art. 14.2, wzdtuz wysokosci
przekroju rozklad ¢ jest liniowy. Liniowy jest tez rozklad o, albowiem ugigcie w(x) jest
matle i odcinek C’'D’ wykresu o(¢) mozna zastapi¢ prostag. W powyzszym wiec modelu
zjawisk pret zachowuje si¢ jak pret sprezysty
o module E, rtéwnym lokalnemu nachyleniu wy-

i kresu a(e), czyli
” E, = (do/de),_, (15.8)
b

gdzie o, — pewne naprezenie posrednie mig-

< dzy o¢ 1 op.
c “ Otrzymany obraz naprezen mozna przedsta-
wié jako sumg prostego $ciskania i zginania (rys.
15.15). W pierwszym sita wzdluzna N = g,4

& jest towna sile P,, skad wynika, ze

Rys. 15.15. Podzial o na skiadniki o1 =Py/4 (d)

jest we wszystkich przekrojach pregta jedna-

kowe. Odpowiadajacy matomiast zginaniu moment gnacy M, jest rézny, zalezy bo-
wiem od krzywizny l/p ~ w'(x). Zalezno$¢ ta

M=EJ,w"’ (e

Jest jak dla preta sprezystego o module E = E,. Z racji zalezno$ci (d) modut ten jest ten
sam dla wszystkich przekrojéw.

Jesli stan obciazenia sita P; jest stanem krytycznym (P; = Py,), to kazdy element
wygietego preta jest w rownowadze. Dia preta z rys. 15.14 oznacza to, ze moment — P, w

(1 Osobna kwestia jest sprecyzowanie tempa wzrostu wychylenia dodatkowego w stosunku do
wzrostu sity $ciskajacej. Mozna na przyklad zazadac, aby te dwa zjawiska byty liniowo zalezne. Mozna
jednak przyjaé, ze do pewnej wartosci P, sity Sciskajacej dodatkowe wychylenie jest rowne zeru, a jed-
noczesny wzrost obu wielkosci zaczyna si¢ dopiero od tej wartosci Po.
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od obciazenia réwna si¢ momentowi M z wzoru (e), czyli

E J,w' = —Pyw="Pqw. )

Rozwigzanie réwnania (f) przebiega jak w przypadku preta sprezystego (zadanie 4 art. 15.1)
i daje w wyniku
_ mEJ, (15.9)

kr == 12

oraz naprezenie krytyczne )
_ Pu _mE (15.10)

b

Ogr = A 1)2,

gdzie 4, = l/,/Jy/A — smuklo§¢ odpowiadajaca wyboczeniu w plaszczyznie Xz. Wyk(o;
rzystujac te zalezno$é mozemy wyznaczyc przebieg ai(4). W tym cehf z viykrels.u ale
okre§lamy® E, w funkcji o (rys. 15.16a), a potem dla szeregu wartoéci ¢* obliczamy

Ay =Ty Effo*, (15.11)
czyli takie smuktoéci, dla ktérych obrane wartosci g* sa paprezeniami krytycznym—l.
Dla przykladu, gdy o* = 250 MPa, woéwczas Z wykresu (rys. 15.16a) m,amy E, ;
— 4.5-10* MPa i wtedy z (15.11) obliczamy 4, = 42,5, otrzymujac w ten sposob punkt
wykresu oy, (rys. 15.16b).

a) — b) 4 =
< [ materiat: durdl I MPa
R.=310MPa, Ry=420MPa
! 400 2 L
il ) oEs
%r="32"
E¢(0) Re
300> //71—-— 17 ]
250 -— 9 = = \ Lt
200————=—H—N—
200 / 7 \z_o‘!iL__, | 7
100 / \ 00 l———+——+—1 i\
45401
/ / 4 /‘5 6 | 810% MPa
) ' 8107 € 0 25 40 60 | 80 100 A
Agr

0 2 4 6 s

Rys. 15.16. Okreélenie 0xc W przedziale érednich i matych smuktosci

nia sq potwierdzone licznymi doéwiadczeniami wylfazyjqcyrfn
. modelu przemawia 1 to, z¢

t istnieniem nieuniknio-

Przeprowadzone rozwaza
dobra zgodnosé wynikow. Z
nierozdzielnosé zjawisk obcigzania i wy
nych w praktyce odchyleri preta od i.dca

Opisany sposob postgpowanid mozna

a uzyciem przedstawionego tu
ginania si¢ ulatwiona jes
Inie prostej postaci. .
nogdlni¢ i na inne przypadki podparcia preta,

kres

ia bi iej i ium w
(1) Na ogdl zamiast wykresu $ciskania bierzemy latwiejszy do wyznaczenia w laboratoriu y

rozciagania. Wartos¢ E, wyzmaczamy wykreslnie.
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jak na rys. 6.24. W wyniku tego otrzymuje si¢ identyczne wartosci Py jak w zakresie
sprezystym, z tym e zamiast modutu E bierze si¢ warto§é E,. Regula ta jest stuszna, gdy
pret jest pryzmatyczny, a sita wzdluzna stala na calej dlugosci preta, nie jest natomiast
stuszna w przypadku jak na rys. 15.13, w ktérym naprezenia Sciskajace sa rézne na odcin-
kach /; i I,. To samo dotyczy ustroju z rys. 15.3, w ktérym pomimo przekroczenia o,
W precie sztywno$é sprezyny K nie zmienia sig. Takie bardziej ztozone zagadnienia wykra-
czaja poza ramy kursu wytrzymaloéci materialéw.

W szeregu zagadnien, gdy nie znamy wykresu o (¢), dobre przyblizenie do rzeczywistosci
daje w zakresie rednich smukloéci (20 < 4 < 60) om6wiona w art. 6.4 parabola Johnsona.

15.4. Przeglad zagadnien statecznoSci ustrojéw

Badane dotad zagadnienia statecznosci ustrojéw naleza do tzw. klasycznych, ktérych
celem jest okreslenie obciazen krytycznych przy zalozeniu matych wychyled ustroju z po-
tozenia pierwotnej réwnowagi. Stosujac ten model i ogélne metody postgpowania opisane
w art. 15.1--15.3 rozwigzano mnéstwo technicznie waznych zagadnied omowionych
szczegélowo w obszernych monografiach po$wieconych tej dziedzinie®’. Te klasyczne
zagadnienia mozna podzieli¢ wedlug rodzaju konstrukcji (pret, plyta, powloka) i rodzaju
obciazenia (Sciskanie, skrecanie itp.).

W zakresie konstrukeji pretowych z elementami sciskanymi rozrézniamy zagadnienia
obcigzen krytycznych dla pojedynczego preta i dla zespolu pretéw (rama, kratownica itp.).
W pierwszym przypadku, jak uczy doswiadczenie, utrata statecznoéci moze mieé jedna
z trzech nastgpujacych postaci: wyboczenia gietnego, gictno-skretnego i wreszcie lokalnego
(tys. 15.17). W pierwszym z nich, omawianym dotychczas, pierwotnie prosta o§ preta

a) g

R

Rys. 15.17. Przemieszczenia przekroju sciskanego preta przy réznych formach utraty statecznosci
Pierwotne potozenie przekroju narysowano linia ciagla.

ulega zakrzywieniu, a poprzeczny przekrdj ulega przesunieciu (rys. 15.17a). Przy wybo-
czeniu gigtno-skretnym (rys. 15.17b) zakrzywieniu osi i przesunigciu przekroju towarzyszy
jego obrét. Szczegllnym przypadkiem wyboczenia gictno-skretnego jest wyboczenie
skretne (rys. 15.17c¢), przy ktérym oS preta zostaje prosta, a przekrdj ulega jedynie obrotowi.

() Patrz na przyktad: S. Timoshenko i J. Gere, Teoria statecznosci sprezystej, Warszawa 1963,
Arkady; A. Wolmir, Ustojcziwost’ dieformirujemych sistiem, Moskwa 1967,
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ga na tym, ze w odréznieniu od poprzednich postaci,
przy czym naroza jego nie przesuwaja sig (rys. 15.17d').
k pokazuje analiza rachunkowa i doéwiadczenie, dla éciskgnego prqtg o pI‘Zek.l‘O_]u
kg , urowym cienkosciennym najmniejsze obcigzenie krytyczne odpowliadl;q
o iest cu cienkosci li otwartych,
wyboczeniu gigtnemu. Inaczej jest jednak w przypad]\? menl\o.s.mcmldyiche p::i ;?2\;; ;1:3 t); s
dla ktdrych zaleznie od smuklosci A moga wystqpqwac wszysthe_ poddn) I : ;V;boczenie
wyboczenia, Dla duralowego na przyklad katownika (rys. 15.18), gdy 4 > /¢,

Wreszcie wyboczenie lokalne po.le
przekr6j poprzeczny deformuje sig,

zwartym badz r

(25 § |
MPa| ~ | .
AR t materiat: dural
300 _“E.,l_wyb!z:zente_w&ginp_ 4 LG S
1mSsq8 ‘ ‘ 3 : Jak na rys.15.16
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Rys. 15.18. Typowy wykres oy (4) dla cienkosciennego profilu otwartego

] tecznosci
gietne daje najnizsze naprezenie krytyczne: gdy ]ed.nak AE ; A ; /121 ,e :;;132 s:v:; "
ma posta¢ wyboczenia gietno-skretnego 1 wrfaszc.ne gdy E<C DE,ZamiaSt ity
lokalne. W wyniku zalezno$c¢ Gr(A) przc.dsta'wtm sig linig F. L CD,

ic i zenie gigtne. '
moi[:slt Sf?:]ﬁ:a‘inbaiid{p‘gejg;is:;; ;}é?c;iazlfmwig:reguly element bardziej zlo?oieg(?a?(s);r;ﬁ:
Powstaje wigc L)ytanie, w jakim stopniu analiza .stat?f:znoscn danego p(;q:;_ l]-ﬁz S;I?ln etrycina
dla oceny statecznosci catego ustroju. Aby.to wyjasnic, rongtr:;.mf IthCJi s
prostokatna rameg (rys. 15.19a), w ktorej sity P moga wybciczycl pﬂfig o ?ginaﬂ,ie S
rysunek. Gdy poziome nie pracujace prety CD 1 ,.dB 84 .bal:dL(l; wg} - Once ,Zakoﬁcz,one T
warunki pracy pretéw pionowych sa praktycznie takie, jakby by

oy . Fkop. .k 9ok . F
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gubami. Jesli poziome prety sa bardzo sztywne, to prety pionowe zachowuja siq jak utwier-
dzomne na koricach. Odpowiadajace tym skrajno$ciom krytyczne wartosci P, przy zalozeniu,
ze wyboczenie jest gietne, sa wedtug rys. 6.24

Py =w*EJ,[I?, Py =4n’EJ,[I%, (a)

Przy skoriczonej sztywnoéci pretéw poziomych warto$é Py, bedzie migdzy tymi warto-
sciami skrajnymi. Jak widaé, znajomos¢ obciazen krytycznych pojedynczego preta pozwala
okresli¢ tu przedziat wartosci Py, ustroju. W niektérych zagadnieniach takie oszacowanie
Py, zwlaszcza od dolu, moze byé calkowicie wystarczajace dla potrzeb technicznych.
Podany sposéb oceny P, nie zawsze jest mozliwy. Je§li bowiem w badanej ramie
usuna¢ nieczynng statycznie podpore C i przyjaé, ze prety CD i AB sa malo sztywne na
zginanie, to posta¢ utraty statecznoéci moze byé inna (rys. 15.19b), a sita P:, znacznie
mniejsza od P,,. W takim przypadku zachodzi potrzeba badania statecznosci calego
* ustroju. Podobna sytuacja istnieje, gdy obcigzenie ramy stanowia sily P i Q (rys. 15.19¢)
1 opisane poprzednio stabilizujace dzialanie pretéw poziomych na prety pionowe jest
Zmniejszone istnieniem sit Q.
Podobne subtelnosci i komplikacje wystepuja w analizie statecznosci kratownic.
Gdyby prety takiej kratownicy byly rzeczywiscie polaczone przegubowo (rys. 15.20a),

Rys. 15.20. Réznica obrazéw odksztalcen kratownicy z wezlami przegubowymi i sztywnymi

zjawiska utraty stateczno$ci w poszczegdlnych pretach bylyby niezalezne, a warto$é obcia-
zenia Q, i Q, bylaby limitowana osiggnieciem stanu krytycznego w najstabszym precie,
na przyklad 4B. W rzeczywistosci wezly kratownicy sa sztywne i wyboczeniu preta 4B
towarzyszy odksztalcenie pozostatych pretéw blokujacych obrét jego korncéw. Podobnie
jak w przypadku ram, to blokowanie zalezy nie tylko od sztywnosci pozostatych pretéw,
lecz i od dzialajacych w nich sit wzdtuznych. W takim ujeciu okreslenie krytycznych dla
ustroju obciazen @, i @, jest zadaniem trudnym i rzadko kiedy mozna je rozwiazad §cisle.
Z tych powodow utarlo sig, ze w praktycznych obliczeniach t¢ wspéizaleznoéé odksztalcers
pomijamy i traktujemy kazdy pret kratownicy jako zakonczony przegubowo. W kratowni-
cach plaskich takie postgpowanie zwigksza na ogét zapas bezpieczenstwa, gdyz rzeczywiste
sily krytyczne moga byé do 40%, wieksze.

Poza opisanymi jakosciowo przypadkami wyboczenia preta badz ustrojéw pretowych
spotykamy zjawiska utraty stateczno$ci przy innych obciazeniach. Jednym z nich jest
tzw. zwichrzenie zginanej, cienkosciennej belki o przekroju otwartym (rys. 15.21a), przy
ktorym nastgpuje przemieszczenie si¢ przekrojéw prostopadle do plaszczyzny dzialania
momentu gnacego z jednoczesnym ich obrotem wzgledem osi podtuznej. Innym przy-
padkiem, majacym praktyczne znaczenie w wiertnictwie, jest utrata statecznosci preta
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przy skrecaniu (rys. 15.21b), przy ktérej pierwotnie prc?sty prf;t ’p'rzyémuje‘ postaé linii
srubowej: Wreszcie zjawisko utraty statecznosci wystgpuje w pl.ersglenla:ch i pretach za-
krzywionych (rys. 15.21c,d), Sciskanych sprezynach éru_bowych i ’w1e11‘1 1nn},'c.h. W szc'zelz
gblnosci duze znaczenie maja zagadnienia statecznosci elementéw cienkosciennych ja

Rys. 15.21. Przyklady réznych form utraty statecznosci

plyty i powtoki oraz zlozonych z nich ustrojow. Zasygnalizowanie tych kwestii jest 9 .tyle
niezbedne, Ze jak wiemy z art. 6.5, zjawisko utraty statecznosci jest dodatkowym czynnikiem
limitujacym bezpieczenstwo konstrukcji. L = ’
Zatozenie matych wychylen przy badaniu statecznosci daje, jak w.yjasnllono w zakon-
czeniu art. 15.1, pewne nickonsekwencje w opisie zjawisk przy obcmienrflch vsflgkszych
od krytycznych. Wiasciwa odpowiedZ daje badanie stateczno$ci w zakresie duzycp \ny-
chylei. Dla przyktadu zbadajmy jeszcze raz ustrdj (rys. 15.1) zakladajac, ze kat « nie jest
maty. Wypadkowa sita .
P = Qsina—[K (R +7r)sin20/2] (b)
ma dla kilku wybranych wartosci Q przebieg wedtugrys. 15.22..1 tak gdy Q = 0,9K(R+r) =
= 0,9 Q,, wowczas dla matych katéw a« mamy P < 0, a wige uktad Je?st stateczny. ..Iesh
jednak przez przylozenie poziomej sily przelamaé barier¢ odpowiadajaca punktowi 4,

42 |
a |
|t =Perl [EA
0,04/ i
ooh [ stan zakrytyczny g = C/
stan podkrytyczny % 8
; 1
“ fe—— Up— ¢
-0,02

Rys. 15.23. Charakterystyki ustrojow w zakresie pod-
i zakrytycznym

Rys. 15.22. Wyi(resy P(x) dla ustroju
z tys. 15.1
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to uklad moze mie¢ drugie polozenie réwnowagi przy « = a,, dla ktérego cos oy = 0,9.
Latwo zauwazy¢, ze to drugie poloZenie jest nietrwale, albowiem przy niewielkim wychy-
leniu pojawia si¢ sita P powigkszajaca to wychylenie badZ w kierunku powrotu do o = 0,
badz w kierunku wzrostu a. Gdy Q = 1,1 Qy,, wéwczas zawsze jest P > 0, a wiec uklad
jest niestateczny. Dla Q = Q. i bardzo malych katéw «, sita P jest z dokladnoscia do
malych drugiego rz¢du réwna zeru i réwnowaga jest obojetna. Dla wigkszych natomiast
warto$ci « mamy P > O i niestatecznos¢ uktadu. Tak wigc wlasnosci uktadu przy duzych
odksztalceniach moga byé odmienne niz w zakresie malych odksztalcer.

Podobna sytuacj¢ obserwujemy w przypadku ustrojéw jak prety, plyty, powloki.
Charakterystyka ustroju P () ma tu z reguly postacie jak na rys. 15.23. W pierwszej z nich,
odpowiadajacej na ogét konstrukcjom pretowym i plytom, po przekroczeniu P,, mamy
w stanie zakrytycznym pochodna dP/du > 0. W takim przypadku pomimo raptowuego

. spadku sztywnosci przejécie w stan zakrytyczny odbywa si¢ tagodnie. Inaczej zachowuja
sig ustroje, w szczegélnosci powloki, w ktérych po osiagnigciu stanu krytycznego wystepuje
przeskok odksztalcen z u,, na uc. Wystgpujace przy tym zjawiska dynamiczne powoduja
czgsto trwale odksztalcenia, a wigc w pewnym sensie zniszczenie konstrukcji. W takim
przypadku w analizie statecznos$ci nalezy uwzgledni¢ duze odksztalcenia, co prowadzi
do nieliniowych zaleznosci rézniczkowych. Na skutek tego rozwiazanie tych zagadnien
tzw. nieklasycznych natrafia na duze trudnosci.

W odréznieniu od konstrukcji statycznie wyznaczalnych, w ktérych utrata stateczno$ci
jednego elementu powoduje zniszczenie catosci, ustroje statycznie niewyznaczalne (pretowe
i cienko$cienne) moga pracowaé nienagannie nawet wtedy, gdy niektére elementy utracg
stateczno$¢. Warunkiem dopuszczalnosci takiego stanu pracy jest skrepowanie (ograniczenie)
przez inne elementy ustroju odksztalceri elementu tracqcego stateczno$é. Tego warunku nie
spelnia na przyktad rama (rys. 15.19), w ktdrej po wyboczeniu przesuniccia pionowe
punktéw C i D nie sa niczym ograniczone. Dla takiego wigc ustroju statycznie niewyzna-
czalnego osiagnigcie stanu krytycznego oznacza jego zniszczenie. Inna jest sytuacja w ustroju
(rys. 15.24), gdzie wyboczenie smukiego watka 4B przy Q = Q, nie daje swobody prze-

- P
A watek  tuleja
AL \ / A = Pur A 8_
Z T e T a={2; Z 1 a>01
==S_==————maay % Pp— - —— - — Prpe ==
Z Z 7 %
! el i ]

Rys. 15.24. Dopuszczalnos$é pracy ustroju po czesciowej utracie statecznosci

sunig¢ glowicy B opierajacej si¢ na krepej tulei. Z kolei skrécenie tulei jest male, a wiec
wygigcie si¢ wyboczonego watka jest tez male i calkowite naprezenia w nim moga byé
w granicach sprezystosci. Poniewaz w wyboczonym walku sita wzdtuzna jest praktycznie
stala i niezalezna od zblizenia si¢ jego konicéw?’, dalsza praca ustroju odbywa sie tak,
jak gdyby na glowicg dzialala poza sita Q > Q, stala sita P,,. Zniszczenie tak zmodyfiko-

) Patrz rys. 15.23. Gdy P > P,,, wowczas dP/du jest tak male, e mozna przyjaé P = P,, = const.
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wanego ustroju statycznie wyznaczalnego nastapi, gdy wyboczeniu ulegnie tulejja. Podobny
obraz zjawisk wystepuje w kratownicach statycznie niewyznaczalnych, ‘zebrowa‘nyc.h
konstrukcjach cienkosciennych i innych. Uwzglednienie tego w obliczeniach zyajdu]e
coraz szersze zastosowanie, gdyZ pozwala na bardziej ekonomiczne konstruowanie.

15.5. Jednoczesne zginanie i Sciskanie

Osobna grupg zagadnien stanowi taczne dziatanie kilku obciazen, z kt(')I‘YC?l co najmnif:j
jedno moze, niezaleznie od pozostatych, wywola¢ utrate statecznosci PstrOJu. Pov.vodu!e
to sprzgzenie efektéw dziatania tych obciazen w tym sensie, Z‘e obecnosé ]edne.go 0bc1afzen1.a
wplywa na skutek dziatania pozostalych obcigzen. W takim przypadku nie obowiazuje
na ogdt zasada superpozycii. bk . .

Przyktadem, do ktdrego ograniczymy si¢ dla zilustrowania tych Z].aW}Sk, bedzie dzia-
lanie poprzecznej sity Q na belkg $ciskana sita P (rys. 15.25). W odréznieniu od przypadku

44 a

2 c 1 W

g Edy=const ﬂc P A W, _s_ P

B i =
= =
ys g T ]
A= : - b s ab/l QR/I

Rys. 15.25. Jednoczesne zginanie i éciskanie belki pryzmatycznej

. e . L o
mimosrodowego §ciskania (art. 6.3) traktujemy, ze sily P 1 Q sa od siebie niezalezne®’.

Z przyczyn podanych poprzednio badamy réwnowage belki w stanif: odksztalconym,
otrzymujac dla momentu gnacego w przedzialach AC i CB zaleznosci

Mg——QTbx—Pwl, 0<x<a; Mg=——Qla(l—x)—Pw2, a<x<l.

Jak wyjasniono w art. 15.1, réwnowaga kazdego elementu bel}(’i jest zac-howana, gd'y tce
momenty sa Téwne odpowiednio momentom EJ,w; 1 EJ,w, wynikajacym Z ugiccia

belki, skad mamy

b y Qa(l—x)
EJ, w{+Pw, =— —Ql— x, EJ,wy+Pw, =— . Ui (a)

Réwnania te sa stuszne odpowiednio w przedziatach AC i CB. Ich rozwiazanie ma postac
w, = A, sin kx + B, cos kx —(Qbx/Pl), dla 0<x<a,} (b)
w, = A, sin kx+ B, cos kx —Qa (I —x)/Pl, dla a<x<l,

gdzie k = ,/P/EJy. State calkowania Ay, ..., B; wyznacza.m}./, jak w foldaniu ar.t. 5.8,
z warunkéw podparcia belki i warunkow ciagtosci linii ugiecia w punkcie C, czyli
(wl)x=0 =0, (Wz)x=1 =0, (wl)x=a = (wz)x=a ) (wll)x=a = (Wé)x=a'

() W artykule 6.3 moment zginajacy Pe; jest zaleiny od sity P.
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15. Zagadnienia statecznosci ustrojéw

W wyniku otrzymujemy wartosci statych
A, = Qsinkb/Pksinkl, B, =0, A,= —Qsinka/Pktgkl, B, = Qsinka/Pk.
Po podstawieniu tych stalych do réwnan (b) mamy

Qb ¢sinkb sinkx x Qa | sinka si
_ Qb rsinkb sinkx  x k(- —
i ( kb sinkl 1 ) i L [ i x] Y

P ka sinkl 1

oraz momenty gnace odpowiednio w przedzialach AC i CB

sin kb sin kx

M, =EJ, W= —Qb- sin ka sin k (I —x)

R Y | M,=EJ,w) = —Qgnrasink(—x)
kbsin ki g D kasin kl o

Z wzor(')vs( © 'i (d) wynika, ze gdy sin kI — 0, czyli gdy kI — =, wéwczas ugigcia i momenty
gnace staja si¢ bardzo duze. Granicznej wartosci k/ = © odpowiada wartos¢ sily
P =n?EJ,[I?
1(Le1?t¥czl.1a z otrzymang przy badaniu stateczno$ci sila krytyczna. Tak wiec dzialanie
o.cmz‘en_la poprzecznego nie zmienia wartosci obciaZenia krytycznego. Regula ta obo
wiazuje i w innych przypadkach obcigZenia i pod i e w .
parcia preta, z t ¢

od sposobu tego podparcia. o e R e R
. W sztczeg(’)lnym przypadku, gdy sita Q dziata po $rodku (@ = b = I/2), ugiecie w staje
si¢ symetryczne. Maksymalne ugiecie (st i ’ §
e y gigcie (strzatka) i maksymalny moment gnacy sa w §rodku

QP 3 /tga
= wmax ] _ —_ = —l ¢_t @
4 48EJ, [oc2 ( x 1)]’ (Modmex = — % i : ©

gdz1e' o= kl/.2 = (/2) ]/ P|EJ,. Pierwsze czynniki wyrazeri (¢) odpowiadaja dzialaniu
samej' tylko sily Q, pozostale przedstawiaja korekte wywolana istnieniem sily P, a ich
przebieg w funkcji parametru o podaje rys. 15.26. Widaé, ze w miare zblizania si i P
do wartoéci Py, czynniki te szybko rosna. "

4
[
" 1) rAjﬂ'ﬂf'lf b—1p p
/ a; (% oy x 79;}:
/ ! ﬂ n Al‘_—ar'ﬁgbz_'fa P
2 / PO 0 I 93 b= g
| s *__ & T
1 1 Alfe=an ili bﬂ_cz,m

o 04 08 17 &
a.’f 7 £

.

Rys. 15.26. Czynniki korygujace
we wzorach (e)

Rys. 15.27. Rozktad zlozonego obciazenia poprzecznego

Otrzymane rozwigzanie mozna zastosowacé, gdy na belke dziata szereg sit Q,, 0, (0]
B i . H 3 sy A
(rys. 15.27). Rozkladajac to obciazenie w sposéb podany na rysunku otrzymujemy za
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15.5. Jednoczesne zginanie i $ciskanie

kazdym razem powtdérzenie zadania z rys. 15.25, ktérego rozwiazanie stanowia liniowe
réwnania (a). Z tego ostatniego faktu wynika, e skutek lqcznego dzialania obcigzen O
jest sumq rozwiqzat skladowych, o ile tylko kazde z nich okreslone jest przy jednoczesnym
dzialaniu tej samej sily $ciskajacej P.

Dla bardziej ztozonych obciazen, gdy sit Q jest wigeej niz trzy, podany sposéb rozwia-
zania nasuwa trudnosci rachunkowe i wtedy postugujemy si¢ rozwiazaniem przyblizonym.
Zauwazmy mianowicie, ze PIZy ogblnym obciazeniu rézniczkowe réwnanie réwnowagi
ma postac
EJ,w'=Mo—Pw lub EJ,w'+Pw= Mg, (3]
gdzie M, — moment gnacy odpowiadajacy dziataniu samego tylko obciazenia poprzecz-
nego. Gdy pominaé wplyw sity P, wowczas rozwiazanie réwnania

EJ,w"' =M,
jest takie, jak podano w art. 5.8. Podstawiajac powyzsze wyrazenie 'do réwnania (D)
mamy WwigeC
EJ,w'+Pw=EJ,w". (®)

Istota metody przyblizonej jest zaloZenie, Ze ugigcia w i w mozna przedstawi¢ tg sama
funkcja x, a mianowicie

w= fsin(mx/l), w= fosin(mx/D), (b)
gdzie f, — ugiecie w Srodku belki wywolane danym obciazeniem poprzecznym. Wsta-
wiajac wyrazenia (h) do (g) mamy

&
S =T =

jako szukana strzalke ugiecia przy lacznym dziataniu obciazenia poprzecznego i sily
wzdluznej, przy czym Py, = =2 EJ,/I*>. Odpowiadajacy temu moment gnacy jest

Mg=MQ—Pw=MQ—Pfsin(ﬂ:x/l). (15.13)
W niektérych przypadkach zadowalamy si¢ bardziej zgrubng ocena momentu M, przyj-
mujac, ze zaleznoé¢ jego od Mo jest taka sama jak zalezno$é f od fo, czyli

M, = M/[1~(PiPy)]. (15.14)

Zaleznosci (15.12)=-(15.14) stosujemy i W innych przypadkach podparcia preta, Z tym ze
wartosé Py, wstawiamy te, ktéra odpowiada danemu sposobowi podparcia. Wartosci fo i f
traktujemy w tych zaleznosciach jako algebraiczne.

Zadania

1. Wyznaczy¢ ugiecie i moment gnacy w érodku belki (rys. 15.27) obciazonej sita P = 0,81P,, oraz
sitami Q; = Q; = @, gdy a;. = b, = l/4. 1L

Rozwiazanie. Parametc k = y/PIET, — y/(PIPw) (Puf %) = (/1) PIPyr, skad ki = 0,97 rad =
— 162°. Z wzordow (¢) i (d) dla sity @, = 0, b = 4, x =112 i P = 0,81%2EJ,[I* otrzymujemy

_._or (sin40,5° sin 81° _L)z- or M. — —0.7320!
408 ), \ 0225 smiee 2]  1B8ELC T 73208

Wi
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= 15. Zagadnienia statecznosci ustrojow

Dzialanie symetrycznie potozonej sity Q, (a = 1/4) daje te same wyniki

et wobec czego wypadkowe ugie-

W =2w, = QI*/6,59EJ,, M, — 2M; = —1,4640I.

Wartosci w>> 0i M, < 0 odpowiadaja zwrotom sit P i Q jak na

$ciskajacej, rysunku. Wida¢ duzy wplyw sity

np. prawie szeSciokrotny wzrost M, w poréwnaniu z
.y 77 . ¢ - M N 14'
f).dOcenlc .dolsladnos.c ?alezn9501 (15.12) = (15.14) dla danych jai w za?ia/niu 1
B lp. Obllczaja}c ugiecie f?, jak podano w art. 9.3, mamy fo = 11Q13/384EJ, a. ponadto My =
= —Ql/4. Z wzorow (15.12) i (15.13) przy P = 0,81P,, = 0,81%2EJ,/I? otrzymujyémy -
. S = QP/6,63EJ,, (Mp)s—2 = —1,453Q1 .

idaé, ze odchylki od wartosci §cistych s izej

: a poni 19%. S¢ j
of T R o) ponizej 1%. Gorsza dokladno$é (blad okoto 10%) daje

3. Naturalna posta¢ bardzo lekko zakrzywi i

] ywionego t j ZNosci
g-leC strzatka naturalna f, jest mata, np. f, TR e B
sita P (rys. 15.28).

Odp. WstaWIa 4¢ moment ac M, = —I w4 w O TOW, 1a W,
g o) ownan rown

= fo sin (zwx/),.
= 0,01/. Wyznaczy¢ ugiecie w (x) przy Sciskaniu preta

owagi EJ, w’ = M, otrzy-

' w (x) = fsin (zx/I) ,
gdzie strzatka f ugiecie w (x) jest

f — PfO e, fO )
Pu—P  (PulP)—1 G
% 1 o—punkty doswiadczalne
/"’r-f
Q/c —
- S
o ° N
o ’
1 /’I‘—— A f —
0 -

f

Rys. 15.29. Doswiadczalne okreslenie

P = AfIA(f]P)

Rys. 15.28. Badanie preta wstepnie
zakrzywionego

Résni . . . " .
< dz;uca wdporownamu‘z (15.!2? w?/nlka stad, ze obecnie ta sama sila P powoduje i $ciskanie, i zginani
podczas &dy poprzednio obciazenie poprzeczne byto od sity P niezaleine i e
Wynik (15.15) uogélniamy na inne przypadki podparcia .

B o B preta wstawiajac odpowiednia dla tego

Wz6r ten wykorzystuj i

: . yjemy w badaniach laboratoryj Sleni

2 s¢ _wyk ! oryjnych do okreslenia Py,.

» 12‘zqcP@anow1c1e szereg odpowiadajacych sobie wartosci P i Jf nanosimy je w uktadzie ws (’:r :i[
ye 1P 1 f (rys. 15.29). Przez otrzymane w ten sposéb punkty prowadzimy prost el
daje warto$¢ Py,, albowiem z (15.15) e

Pu. (fIP)—f = fo = const,

ktorej nachylenie

CZESC SZOSTA

Dziatanie obciazen
zmiennych

REAKCJA USTROJU NA OBCIAZENIA
16 z=mienNE

W wiekszoséci zagadnien budowy maszyn obcigzenia ustroju sa Zmienne w czasie.
Gdy zmiany te sa powolne, np. zmiana ciénienia w kotle, wowczas proces uwazamy za
quasi-statyczny i do okreélenia naprezefi stosujemy wszystkie nabyte juz wiadomosci.
Inna jest sytuacja, gdy obciazenia i wywolane nimi przemieszczenia punktéw ustroju sa
szybkozmienne. W takim przypadku poza obcigzeniami zewngtrznymi wystgpuja, wywolane
przyspieszeniami, wzajemne oddziatywania miedzy elementami ustroju. Przy podziale
ustroju na elementy te oddzialywania staja si¢ dodatkowymi obcigZzeniami. Ich warto$¢
moze byé o jeden lub dwa rzedy wielkosci wigksza, niz odpowiadajaca statycznemu dzia-
taniu obciazenia zewngtrznego. Tak wigc przy dzialaniu obciazeri zmiennych moze istnie¢
zasadnicza réznica miedzy reakcja ustroju a wielkoscia obciaZen zewnetrznych i na ten
fakt nalezy zwrdcié¢ szczegdlng uwage.

Miare, ktéra oceniamy szybko$¢ zmian obciazenia, daje zachowanie si¢ ustroju, ktory
po wychyleniu go z polozenia naturalnego zostaje zostawiony sam sobie. Ustrdj taki,
jak wiemy z codziennej obserwaci, wykonuje ruch okresowy, ktérego postaé zalezy od
rozlozenia mas i wlasnosci sprezystych ustroju. W najprostszym przypadku taki ruch
okresowy, tzw. drgania swobodne, ma jedna tylko postaé o tzw. czestosci wlasnej v, s,
Odpowiadajacy jej okres drgan wlasnych T, wynosi

T" == I/Vn S. (16'1)

W technice zamiast czgstosci v, stosujemy na ogét tzw. czestosé kolowq, czyli pulsacig ,

okre§lona jako
w, = 2rv, = 2x/T, rad/s (16.2)

i przedstawiajaca liczbg drgan w czasie 2 sekund.
Ogdlnie biorac obciazenie zmienne Q jest nieregularna funkcja czasu ¢ (rys. 16.1a).

Jl
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16. Reakcja ustroju na obciazenia zmienne

Takie obciazenie, wystepujace zwlaszcza w urzadzeniach transportowych (samochody,
wagony, okrety itp.), nazywamy przypadkowym. Gdy przebieg Q(¢) powtarza sig co okres
T, tzw. okres wymuszenia, obciazenie nazywamy okresowym (rys. 16.1b), a odpowiada-
jace mu czgstoéé v i pulsacie w,

v=1/T, w=27tv,

v 9 a T ¢ a)
g t 0 M 7
obcigZenie nagte
@ ai \
uderzeniz

Rys. 16.1. Charakter obciazeri zmiennych

nazywamy wymuszajagcymi. Wreszcie gdy przebieg Q(r) wykazuje raptowne zmiany
(rys. 16.1c), obciazenie nazywamy naglym, gdy AP ma warto$¢ skoticzona, lub uderzentem,
gdy czas Az dzialania sily jest nadzwyczaj krétki, a wartosé Q tak duza, ze impuls S =
= f QO dr ma warto$é skonczong.

16.1. Drgania wlasne ukladu o jednym
stopniu swobody

Schematem obliczeniowym dla wielu ustrojow jest uktad (rys. 16.2) ztozony z bezma-
sowego elementu sprezystego C i takiegoz tlumika D faczacych réwnolegle podstawe B
Z masa m. Istnienie prowadnic powoduje, ze polozenie masy okresla jedna tylko wspSt

— L
o c Vit 74 . stan poczgtkowy mgy  duy/dt
= 7 e -~ p
% '\.”.I m /f Q e A ‘Aé-"' Q
/ i 7 > i B
' Hi q A 'A:%_ [\ *—c..ju,,].....
5 = A stan w chwili t 4
7 vz ZZ)
D 3

Rys. 16.2. Analiza ukladu o jednym stopmiu swobody

1zgdna u, i dlatego méwimy, ze uklad jest o Jednym stopniu swobody. Zbadajmy teraz
ruch masy m, gdy dziata na nia obciazenie Q(z) i gdy w obranej chwili ¢ przesunigcie masy
jest uy, a jej predkosé i, = du,/ds. Catkowity uklad sit dzialajacych stanowia poza
sita Q(1):

Y —— e

16.1. Drgania wlasne ukladu o jednym stopniu swobody

a) sila cigzkosci mg zréwnowazona reakcja Ry prowadnic; il
b) oddzialywanie P elementu sprezystego proporcjonalne do u, i skierowane prze-
ciwnie do tego przesunigcia, czyli

P= —KuA, 1 (a)

gdzie K N/m — stala elementu sprezystego C jest wartoscia sity odpowiadajacej ]edno-stko-

wemu przesunigciu u, = 1; w przypadku sprezyny jest to znana z art. 9.5 stala spr?zy.ny;

¢) przeciwna do kierunku ruchu sita H oporu ttumika, o ktorej zakladamy, ze jest
proporcjonalna do predkosei #,, czyli

H= —cuy= —c(du,/dt), (b)

gdzie ¢ N s/m — stala tlumika zalezy od jego rodzaju i jest wartoécig sity oporu, gdy

predkose @, = 1 mfs. .
Uwzgledniajac ten obraz sit mamy réwnanie ruchu masy m

m(d2u4/dt?) = Q —Ku, —c(du,/d?). (c)
Po uporzadkowaniu i oznaczeniu i, = d?u,/dt* oraz
w, = yKjms=, 2 =c/y/Km  (16.3)
sprowadzamy réwnanie (c) do postaci
i+ 20wyt +@l Uy = Qfm. (16.4)

N, . . 2
Rozwiazanie tego réwnania i dyskusja wynikow znana jest z wykladéw mechaniki‘*’.

I tak, gdy obciazenie Q = 0, wéwczas rozwigzanie réwnania jednorodnego (16.4) opisuje
tzw. drgania swobodne ukladu (rys. 16.3), a mianowicie:

Rys. 16.3. Obraz drgan wlasnych bez tlumienia i z ttumieniem

Drgania swobodne nietlumione, gdy ¢ = 0, o postaci :
uA = an SiIl ((0,, t+ ‘pn) > (165)
gdzie w, — pulsacja niethumionych drgan wlasnych, ktorej odpowiada wedlug wzoru (16.2)
czesto$é v, i okres T,. Amplitudg a, i poczatkowg faze @, dobieramy z podanych dla ¢t = 0
warunkéw, np. (o= = 0, (duy/dt)—o = To. ]
Drgania swobodne tlumione, gdy ¢ # 0, o postaci

u, = a,e " sin (a),,t,/l -2 +q,). (16.6)
() patrz J. Leyko, Mechanika ogdlna, t. 2, Warszawa 1972, PWN.

28 Wytrzymalosé materiatow




434 16. Reakcja ustroju na obciazenia zmienne

Wynik ten jest stuszny, gdy { < 1, a wigc gdy tlumienie jest male. W tym najczesciej spo-
tykanym przypadku pulsacja
oF = 0, Y 1= 16.7)

jest mniejsza, a okres drgaf T, = 21r/w,f- dtuzszy niz poprzednio. Gdy ¢ < 0,2, wéwczas
z techniczna doktadnosécia bierzemy o) ~ w, i T ~ T,. Szybkos¢ zamierania drgan
charakteryzuje stosunek przesunieé w odstepie czasu T, czyli w,(¢) i u,(¢+T, : ). Poniewaz
o) T,’f = 2m, zatem latwo udowodnié, Ze stosunek ten ma warto$é stala

Uyt TH)u () = e Tr <1,

przy czym wykladnik & = (o, T, tzw. logarytmiczny dekrement tlumienia, mozna wy-
razi€, jak nast¢puje:

6= {w, T¥=2nll{/1-02. (16.8)
Przy silnym tlumieniu, gdy { > 1, ruch masy m jest aperiodyczny i wyraza si¢ zaleznoécig
Uy = aye—tot sinh(w,t /1-{% +9,). (16.9)

Wykorzystanie tych znanych skadinad wynikéw sprowadza si¢ w wytrzymatosci
materialéw gléwnie do okreslenia czestosci drgafi wiasnych. Poniewaz w ustrojach pa-
rametr tlumienia { jest na ogét matly, zadanie redukuje si¢ do obliczenia

W, X oFx /K/m,

a to z kolei do wyznaczenia stalej K elementu sprezystego. Element ten moze mieé rézna
postaé, a mianowicie poza sprezyna, jak na rys. 16.2, elementem tym moze byé, jak na
rys. 16.4, rozciagany pret, zginana belka, rama itp. W kazdym z tych przypadkéw war-
to$¢ K mozna obliczy¢, zgodnie z definicja, jako site odpowiadajaca jednostkowemu prze-
sunigciu masy m. W bardziej ztozonych ustrojach (rys. 16.4b, c) obliczamy najpierw®’

b)

N 2g7
EJ, ly
e U
—= =
b “7']“‘ . o
@-L,__" Lo
% 2

Rys. 16.4. Przyklady ustrojéw o jednym stopniu swobody

przemieszczenie « m/N wywotane jednostkowa sila 1 N dzialajaca w kierunku wspol-
rzgdnej okreslajacej przesunigcie masy m, a nastgpnie okreslamy
K =1/a N/m. (16.10)

W opisywanych dotad modelach polozenie masy m okreslato przesuniecie liniowe.
Ten sam jednak obraz zjawisk mamy w przypadku masy osadzonej w tozyskach (rys. 16.5),

(1) Wykorzystujac przy tym reguly znane z art. 9.3, 9.4 i 10.7.
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16.1. Drgania wlasne ukladu o jednym stopniu swobody

gdy parametrem jest kat obrotu ¢,. O ruchu masy decyduja tym razem nie sity, lecz mo-
menty sil, a mianowicie moment obciazenia Q(?), czyli Mo = Qe, oraz: .
a) moment oddzialywania elementu sprezystego, proporcjonalnego do kata &, skie-
rowany przeciwnie do ruchu, czyli
= —K, %4, @)

masa m

podstawa
sprezysty watek

————y

toZysko

Rys. 16.5. Ustroj drgajacy obrotowo

gdzie Ky Nm/rad — stala sprezysta elementu jest wartoscia momentu odpowiadajacego
katowi #, = 1 rad; gdy elementem tym jest, jak na rysunku, skrecany walek,

wtedy wedlug (3.11) |

Kg=GJofl; (e)

b) moment My sity oporu H tlumika, o ktérej zakladamy, ze jest proporcjonalna do
predkosci liniowej er 3,, skad

M;= —Hey= —cerd,er = —c, 94, ()

gdzie ¢, = cey Nms/rad — stala tlumika odniesiona do predkoéci katowej 3, = dd,/d¢

masy m. . '
Oznaczajac przez Ikg m? moment bezwladno$ci masy m wzgledem osi obrotu AB

otrzymujemy réwnanie ruchu

18,= MQ—KﬂﬁA—coéAa (8

ktére po przeksztalceniu i wprowadzeniu oznaczen
w,=VEKJIs™, 2=cyfKo1, (16.11)

otrzymuje postaé podobna do (16.4), a mianowicie
8, +20w, 94+ 0t %= Mg/l (16.12)

Z tego faktu wynika, ze po dostosowaniu oznaczen wszystkie poprzednie rezultaty .saf
stuszne i w tym przypadku. Podobnie jak poprzednio sam element sprezysty moze miec
rézna postaé, co trzeba uwzglgdni¢ przy okreéleniu wartosci Kj.

28+
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16. Reakcja ustroju na obciazenia zmienne

Zadania

1. Pomijajac ttumienie obliczyé S¢ y
. . y¢ czgsto§¢ drgan wlasnych j i
sprezynami o statych K, i X, (rys. 16.6). Y et e B

Z dazanie W warian Z TYyS. . przy eanSt Owym przesuni¢ciu asy m Slly W Spre-
. tach z rys 16.6a i b Z k

Ro w1 a Yy TZ n m:

ZynaCh s$q Odpowledlllo }(1 1 JKZ, a Calko wita Slka K 1(1 }(2 wobec Czego

wn =YK +K2)jm.

g

[} ]

I mi
<—l~<#—l-q—
K 1K

f———

Ko Lnacd

Rys. 16.6. Rownolegle (a, b) i szeregowe (c) ustawienie elementéw sprezystych

W wariancie z rys. 16.6c przesunieci i iu si
' : . 16. ecie « przy dziatan t j ) i
ilimenccg - 100 y 1u sity 1 N jest suma odksztatcen (1/K,) i (1/K,)
1/K =
by / A/K)+(1/K),
iy W, = ]/Kl K/m (K, +K2) < w,.
2y’)1'n11:lten mozhna u'ogc')lnlé na przypadek wigkszej liczby ,,sprezyn”, a mianowicie stata K zespofu spre-
P qcontyc. wrownolegle” (rys. 16.6a, b) jest K = ZK; przy polgczeniu ,,szeregowym’ ( 16
wyznacza sig jq z 1/K = Z (1/K)). ) ke g
. fi Dla.l ukl.ad(')w z zadania 1 wykonac¢ obliczenia, gdy masa m = 1 kg, a wymiary sprezyn (rys. 9.41)
a odpowiednio: D, = 60 mm, d; = 7 mm, n, = 10 oraz D, = 50 mm, d, — 6 mm _8ia,
= G, = 7,6 -10* MPa. i e
> i)dp. Zﬁzoru (9.15.)jes.t K = P/f, skad K; = 10,5 kN/m, K, = 11,2 kN/m, a nastepnic w, = 147 s=*
. = 73,5 s7'. Odpowiadajace czestosci v — 23,5 hercéw i »’ = 11,7 hercow ' ’
3. Wyznaczy¢ c:;stos’é niettumionych drgafn wlasnych ustrojéw (rys. 16.4a,b)
Odp. a) w, =V EA/ml; b) zeniu  si Y o=
) 5 H po przytozeniu sity 1 N wyznaczam: =P
- ‘/64Ejy/m[3 ' y « = [*|64FJ,, skad w, =
4. Osadzony w wahliwych lozyskach 4 i B walek zlaczony jest na sztywno z ptaska nieodksztal-

calna tarcza kolowa o masie m (r
' ys. 16.7). Wyznaczyé czesto$é », ni i ¢
obrocie masy w ptaszczyznie rysunku. ; B T

T -m=250kg  E=2:10°MPa
%{_F%I __y #d=8cm

5 1?1{ =
J[L_'_ Ny [=15m

Rys. 16.7. Przykiad drgan obrotowych
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16.1. Drgania wlasne ukladu o jednym stopniu swobody

Odp. Przy takiej postaci drgan I = mr?/4 = 15,62 kg m?, odksztalcenie o = (1-1/2) (2/3) (1/ETy),

K, = 3EJ,Jl — 804 kKN m/rad i o, = /Kol = 227 5=, skad v, = 36 hercéw.

5. Jak zmieni sie wynik zadania 4, jesli dlugo$é praktycznie nieodksztalcalnego wspornika jest

b=12cm?
Odp. Zmieni sig moment bezwtadnosci I = (mr
w punkcie A; v, = 32,5 herca.
6. Jak zmieni sig pulsacja drg
(rys. 16.8), powodujac tym wzgledna zmiang kierunku dziatania sity cigzkos
Rozwiazanie. Réwnanie ruchu przy zmienionym obrazie sit jest

2/4)+mb* = 19,22 kg m?, gdyz o$é obrotu zostanie

an wiasnych ustroju (rys. 16.2), jesli obrécié go w polozenie pionowe
ci?

mit, = mg—Kuq—citq ,

gdzie przesunigcic i, mierzone jest od polozenia odpowiadajacego nienapigtej sprezynie. Po przeksz-

talceniu réwnanie to

2w, it on a =&
r67ni sie od (16.4) wyrazem wolnym po prawej stronie. Jego rozwiazanie jest wigc suma rozwiazania
ogolnego (16.6) rownania jednorodnego i rozwiazania szczegblnego o postaci

Uq = g/w: = mg/K = const.

00 N
A

T P s a2 AP O LY

Rys. 16.9. Do zadania 7 Rys. 16.10.

Rys. 16.8. Do zadania 6

plywa na charakter ruchu, a wiec 1 pulsacje w,, powoduje
0 mierzymy i4 O wielkoé¢ odpowiadajaca statycz-
a jego zastosowanie ulatwia obliczenie

Tak wiec zmiana potozenia ustroju nie w
_'iedynie zmiane poczatku uktadu, wzgledem ktoreg
nemu dziataniu sity ciezkosci. Wynik ten ma charakter ogdlny,
czestosci drgan wilasnych.

7. Praktycznie nieodksztatcalne pudlo wagonu o masie m; = 10 Mg uresorowane jest na dwu
jednakowych woézkach (rys. 16.9). Po napeinieniu tadunkiem m, = 40 Mg pudlo osiadto o f= 5 cm.
Wyznaczy¢ czgstose pionowych drgan pudia przed zaladowaniem i po zatadowaniu.

Odp. Stata K = m. glf = 7,85 MN/m; dla pustego pudla w,, = 1/K/ml = 28,1 s=tiw,
ca; dla pelnego w,, = /K/(mﬁ—mz) = 12,6 s7%, v, = 2,0 herca.

8. Na skutek zamontowania masy o ciezarze mg na niewazkiej kratownicy (rys. 16.10) nastapito
pionowe przesunigcie wezta 4 o f, = 0,2 mm. Wyznaczyé czestose niettumionych pionowych drgan

wiasnych tego ustroju.

Odp. K = mglfus @n = y/8lfu = 22157
wilasnych T, = 21r]/f51/g jest taki jak dla wahadla matematycznego o dlugosci | = fa.

9. Obliczy¢ czestos¢ niettumionych drgaf wtasnych masy m w kierunku OA (rys. 16.11). Pret CAB

jest niewazki.

1 = 4,5 her-

», = 35,2 herca. Nalezy zauwazyé, ze okres drgan

'ik




438

Rozw1qzani.e. Gl6éwna trudnosé polega na obliczeniu stal
.znaczalny. Po obcigzeniu sita P =1 N dzialajac
Jak podaje rysunek i z réwnania kanonicznego

1,1 X1+6;,0 =0,
.wyzna.czamy X; =1/t N, gdyz o, , = wr®/2ET
jemy jak statycznie wyznaczalny, p,rzy czym moment gnacy

M, = (1:r/2) [1 —cos —(2 sin B/ .

1 -
31 (1-cosg) tX’ =N rsing
c

Rys. 16.11. Przyklad ustroju ze

statycznie niewyznaczalnym elementem Sprezystym

Poniewaz mamy okresli¢ przesuniecie o,

_czujnikiem” i e ] :
art. 9.3 1 10.7 mamy ujnikiem” jest wiec sita 1 N jak w stanie ,,0” i wedlug

/2
- r
«=2 7(1—cosﬂ—%sinﬁ)i(l—cosﬁ)iﬂ= i s L
; 2 EJ, gz Ej,°

skad K = 1/x = 264E7,/r® N/m, a szukana pulsacja

' @, = VKim ~ SN YET,Jmrd .
7,25

16.2. Okresowe obciazenia ustroju o jednym
stopniu swobody

Wracajac do ustroju z r
. ys. 16.2 zbadamy obecnie jego ie si i i
najprostszego okresowego obcigzenia Q(z) o postaciJ S e o e

W Q(t)=lemwt

takim przypadku rozwi . - . .

i azanie u4(t) liniowego réwnania (16.4) jest sumg dwdch sklad-
uA(t) = uAn+qu 9 (a)

z kto i g : 2 .
s - Zz’:o’(‘;n J"Stt rozwigzaniem ogdlnym jednorodnego réwnania (16.4), gdy Q(r) = 0
I'OZWiqzaniemwz;c(;iCl in ma postac (16.5), (16.6) lub (16.9). Sktadnik drugi, tj. u, bcd;cy
golnym, przedstawia ruch harmoniczny, t i
1 L .. o s ZW. d
z pulsacja @ réwng pulsacji sity Q, a jego réwnanie ma Izrostaé e

Haw = asin(@f—g). (16.13)

16. Reakcja ustroju na obciazenia zmienne

ej K, gdyz ustrj jest statycznie nie
- wy-
a w kierunku ruchu masy m wydzielamy stany ,,0” i ,.1”

» 610 = —r3/2EJ,. Po obliczeniu X, ustrdj traktu-
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16.2. Okreélone obciaZenia ustrcju o jednym stopniu swobody

Amplituda @ i przesuniecie fazowe ¢ s3 przy tym:
QI 1 2C ((0/ a)n)
= : , tgp=——"7—3 16.14
F ey 2T eer
i zaleza od stosunku w/w, oraz parametru ¢. Amplituda zalezy ponadto od czynnika
0,/K, bedacego statycznym przesunigciem u, = fs« wywolanym przez maksymalnag silg

Q=Q1-

Zbadajmy teraz skutki wywolane zmiana pulsacji o sity Q. Gdy sila ta Zmienia si¢
bardzo powoli, czyli gdy @ = 0, wowczas

(a)mNO = QI/K =fst: ((p)a)NO =0, (b)
co odpowiada obciaZeniu quasi-statycznemu. Gdy o = w,, wowczas
(a)m=m,| = Q,/2(K =fst/2c s (‘P)o)=a),, = 11:/2 ’ ‘ (1615)

a wiec przemieszczenie u, jest op6znione o ¢wier¢ okresu wzgledem sity Q. Widac tez,
#e przy stabym tlumieniu, amplituda jest znacznie wigksza od wartoéci f,, odpowiadajacej
statyeznemu dziataniu Q, np. dla { = 0,01 mamy a = 50 f,,.

Pelny obraz przebiegu affy i ¢ W funkeji w/w, i réznych wartosci tlumienia (rys. 16.12)
wskazuje, ze w otoczeniu wartosci w/w, = 1 wystgpuje wzrost amplitudy tym wyraZniejszy,

=a
:Ba."t;t §_0|
B %
T
4 I
__£=0,0
3xl
. /) B R
E=015
| 1
/ /‘g =U,20 2 S
2 - ————
£=025 1
-
7 4
| |
£=050 [ 0
0 05 10 15 20 w/wn

Rys. 16.12. Amplituda i przesunigcie fazowe drgan wymuszonych

im stabsze jest thamienie. Gdy nie ma tlumienia ({ = 0), wéwczas dla o/w, = 1 amplituda
roénie nieskonczenie. To zjawisko wzrostu amplitudy przy pokrywaniu si¢ czestosci sily
wymuszajacej i czgstosei drgan wlasnych niettumionych nazywamy rezonansem, a Samo
pokrywanie sig czgstosci warunkiem rezonansu. P1zy stabym ttumieniu maksimum amplitudy

jest bliskie wartoéci danej z (16.15).
Wracajac do wzoru (a) zauwazmy, e W ukladzie z tlumieniem

wy = age o sin(w,ty/1={*+@,) +asin(ot—g).
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16. Reakcja ustroju na obcigzenia zmienne

Widad . .
ida¢ stad, ze po uplywie pewnego czasu od chwili startu zostaje tylko drugi sktadnik

tzn. niegasnace z czasem drgani j
. B Ny
o g wymuszone, trwajace dopdty, dopdki dziata okresowa

Podobny obraz zjawisk w j
ystepuje przy tzw. wymuszeniu ki
gdy punkt B podstawy wykonuje ruch e Ot

up = fsinwt. (©
Be=% T ;
i N T

ﬂ____/ua=fsm wt uy 5=

] 7, ’ ’

C Gz A £=015
§ i — |

7Z |

7 : £ |

‘ 1§ = f

@ el !

i

iy |

0 05 10 15 20 w/wp

Rys. 16.13. Kinematyczne wymuszenie drgan
W takim przypadku dziatajace na mas¢ sity P i H sa

P=—K(us—up), H= —c[d(u, —up)/dt],
id);lzo S(.)dk(sjztalcenie elementu C jest u,—uy, a wzgledna predkosé elementéw ttumika
ynosi [( uy/dt)—(dug/dr)]. W rezultacie zamiast réwnania (©) z art. 16.1 mamy teraz

m(d?u ,/dr?) = —K(u—up)—c[d(u,—ug)/de]. (d)

Odejmujac od obydwéch stron wielkosé m (d*up/d??) i biorac nowa zmienna u,; = u,—u
oraz oznaczenia { i w, wedlug wzoru (16.3), sprowadzamy réwnanie (d) do postaci z16.4;
Uap+2lw g+ 0F Uy = —iip = w2 fsinwt, (16.16)

z tym Ze rol¢ czynnika Q,/ i
’ 1/m spelnia teraz czlon w? f. Ta zmi i g
S f iana nie wplywa na postaé
Ugpw = d sin ((Dt —(P) s ‘ (e)
ani na przesuni¢cie fazowe @, wplywa natomiast na amplitude

e No|w,y
Y11=/ T +4(wfw,)?
ktorej przebiég w funkcji w/w, jest podany na rysunku.
Aby ocenié¢ bezpieczeristwo sprezystego elementu ustroju, trzeba znaéd

dzialajacej na niego. W
g przypadku z rys. 16. %
ustalony, sita ta I3 ys. 16.2, gdy drgania wlasne zamarly

(16.17)

warto$¢ sity
1 proces jest

Ku 4, = Kasin(wt —¢) ()

16.2. Okresowe obciazenia ustroju o jednym stopniu $wobody 441

ma pulsacj¢ réwna pulsacji sity Q 1 amplitudg Ka. Oznaczajac podang na rys. 16.12
wielko$¢ affy, = fo mamy

Ka=0,8,. (16.18a)
Podobnie przy wymuszeniu kinematycznym (rys. 16.13) i ustalonym procesie (¢) amplituda
sity w elemencie C jest
' Ka=Kff;, (16.18b)
gdzie B, = a/f. W poréwnaniu zatem ze statycznym dzialaniem sity Q, badz statycznym
przesunigciem f, rzeczywiste sily w sprezystym elemencie ustroju rosna odpowiednio Bq
badz B, razy. W tym samym stosunku rosng i naprezenia w elemencie. Jesli wige oy, lub 7y,
sa warto§ciami naprezen przy statycznym obciazeniu Q; lub statycznym odksztalceniu £,
to rzeczywiste naprezenia ¢ lub t zaleznie od sposobu wymuszenia sg

6}=BQ{US“ 0-}=,Bf{as“ (16.19)

T Tees T Tst

Wzory (16.18) i (16.19) sa stuszne tylko wtedy, gdy tlumik i element sprezysty sa odrebnymi
zespolami konstrukcyjnymi. Gdy ten sam element pelni funkcje i sprezyny, i thumika,
woéwczas warto$é sily jest inna (zadanie 7).

Wszystkie otrzymane wyniki mozna wykorzystaé, gdy przebieg Q(¢) jest dowolna
funkcja o okresie T, (rys. 16.1b). Jak wiadomo, funkcje taka mozna rozwina¢ w szereg

Fouriera

Q) = Qo+ D AysinQrkt/T,)+ ) Bycos 2rkt/T,). ®
Oznaczajac przez o = 2x/T, — podstawowa pulsacje sity Q oraz
0 =VA+B:, tewe=BJA O<wn<m), (h)

doprowadzamy poprzednie wyrazenie do postaci
. (16.20)
Q1) = Qo+ D Ousin(kart+vy),
gdzie k = 1,2,3, ... — liczba naturalna oznacza tzw. rzqd harmonicznej sity wymuszajacej Q.
Odpowiadajace takiemu obciazeniu rozwiazanie szczegblne réwnania (16.4) jest, z racji
jego liniowosci, sumg rozwiazan dla kazdego ze sktadnikéw oddzielnie. I tak sktadnikowi
stalemu Q, odpowiada w,, = Qo/K. Dla k-tej harmonicznej obciazenia, czyli

O sin (kwt+,), jest
U4y = g sin (kot -+, — i) 5 )
gdzie odpowiednio amplituda a, i przesunigcie fazowe ¢,
20 (k
ay = Y3 : = : ————,| (gox= 20, co/cu,,)_l_ (16.21)
K /1 —(kojw,) T +4(kolw,)* 1 —(ko/wy)

wynikaja z wzoréw (16.14), gdy (w/w,) zastapi¢ przez (kw/w,). W tezultacie drgania wy-
muszone odpowiadajace obciazeniu (16.20) maja postaé

4 = (QolK)+ Y, asin (koo + 41— ). H1a22)
1
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Przy wymuszeniu kinematycznym o postaci
o«
up(d) = fo+ Y fisin (koo +v;) (16.23)
1

otrzymujemy zaleznoéci podobne, lecz nieidentyczne z (16.21) i (16.22). Ich sformuto-
wanie zostawia si¢ czytelnikom.

Podobienistwo réwnan (16.4) i (16.12) umozliwia przeniesienie rezultatéw tego artykulu
na przypadek, gdy parametrem okreslajacym polozenie masy m jest kat obrotu &, (rys. 16.5).
Warunkiem jest dostosowanie pojeé i oznaczer. W uzupetnieniu mianowicie poprzedniej
zamiany masy m na moment bezwladnoéci 7, stalej K N/m na stala K, Nm/rad oraz ¢
Ns/m na ¢, Nms/rad, wprowadzamy zamiast amplitud sit Q;, Q, odpowiednio ampli-
tudy momentéw M, M;. Jest rzecza jasna przy tym, ze amplitudy a lub g, oznaczaja
teraz nie przesunigcia, lecz katy obrotu.

W wiekszosci zagadniefi technicznych zjawisko rezonansu jest szkodliwe, powoduje
bowiem wzrost naprezen w sprezystych elementach ustroju. Jak widaé z wykresu fo
(rys. 16.12), dla wyeliminowania tego zjawiska nalezy tak dobra¢ masy lub sztywnoSci
elementu, aby pulsacja w, drgan wiasnych byla zdecydowanie rézna od pulsacji w czynnika
wymuszajacego. Innymi stowy dazymy do tego, aby stosunek w/w, byt albo znacznie
mniejszy, albo znacznie wigkszy od jednosci. Z tych dwdéch wariantéw lepszy jest drugi.
Na ogét bowiem czynnik wymuszajacy ma posta¢ wedtug (16.20) i zawiera nie tylko podsta-
wowa pulsacje o, lecz i wyZsze jej harmoniczne. Jesli w, < , to ustréj pracuje w nad-
rezonansie w stosunku do wszystkich harmonicznych sity Q. W takim stanie wspdlczyn-
niki B, sa bardzo male dla wszystkich harmonicznych, a wigc mate sa tez sily i napr¢zenia
w elemencie sprezystym. Ten sam wariant, tj. o, < o, jest lepszy i przy wymuszeniu
kinematycznym. Dla spelnienia bowiem postulatu w, < o nalezy tak bardzo zmniejszy¢
warto$é stalej K, ze w wyniku iloczyn KB, jest maly, chociaz wspolczynnik B, jest tu
w stanie nadrezonansowym wigkszy niz w podrezonansowym. Tak wigc dla usunigcia
niebezpieczefistwa rezonansu nalezy stosowac elementy sprezyste bardzo podatme. Cel
ten osiggamy wlaczajac ,,szeregowo” z masa i gtéwnym elementem nosnym ustroju do-
datkowy element sprezysty o bardzo malej sztywnosci K, (rys. 16.14). Na skutek tego
stala K zespotu elementéw (gldwnego i dodatkowego) jest jak w zadaniu 1 art. 16.1, czyli

K=[K,K,[(K;+K;)]<K,.

techniczna
realizacja

istota metody

Rys. 16.14, Zasada i realizacja ,elastycznego” zawieszenia

16.2. Okresowe obciazenia ustrojiu o jednym stopniu swobody . 4;43

Codziennym przyktadem takich rozwiazan jest tzw. elastyczne zawieszenie silnikow zwlasz-
cza spalinowych, pojazddéw itp.

Jak widaé z rys. 16.12 i 16.13, przy pracy ustroju w stanie nadrezonanso.wym, gdy
® > w,, thimienie nie ma znaczenia. Jest ono jednak niezbedne do opanowania pr(').ce?su
rozruchu, w ktérym startujac od @ =0 przechodzimy stopniowo do >> w, mijajac
po drodze i stan rezonansu. Okolicznoécia pomy$lna jest, ze osiacgniqci.e sflmphtudy 0 war-
toéci wedtug (16.14) lub (16.17) wymaga pewnego czasu. Jesli wiec przejscie przez rezqnans
jest szybkie, to nawet przy malym thumieniu stan ten nie jest groZny, gdyz ampl_ltudz?.
nie zdazy osiagnaé duzej wartosci. Inna jest sytuacja przy powolnym rc_)zruchu, gd_yz
wtedy thumienie jest jedynym czynnikiem ograniczajacym warto$¢ amplitudy, a wigc
i naprezenia. '

Niekiedy, na skutek narzuconych ograniczen, nie mozna unikna¢ dlugotr“wale] Pracy
ustroju w warunkach rezonansu. W takim przypadku jedyna m.ctodac redukc‘p ’amphtud'y
i naprezen jest zwigkszenie tlumienia przez zastosowanie specjalnych tlum'Jkow, dobdr
odpowiedniego materiatu badz przez takie potaczenie elementéw, aby przy ich odlfsztal-
ceniu wystepowat i poslizg czesci, 1 tarcie. Przyktadem takich potaczen sa szwy nitowe.

Zadania

1. Na wsporniku ztozonym z dwoch profili I 14 (rys. 16.15) umocowano silnik o masie m= 160 kg,
ktérego wirnik o masie mo = 60 kg nie jest idealnie wywazony, lecz ma S‘.mclck.masy pl‘ZC.SUI'lthy o r -
= 0,5 mm. Wyznaczy¢ przebieg naprezen w niebezpiecznym przekroju wspornika, gdy wntmk3 kreci si¢
z Ti = 1450 obr/min. Przyja¢ E = 2-107 MPa, { = 0,03, J, =2:573 cm*, W, = 2-81,9 cm?.

ok (gdrne wickna)

m
AA_ = o
=
|.—— ] =‘|,2m—-
L=t

Rys. 16.15. Analiza dziatania sily okresowej

Rozwiazanie. Rozpoczynamy od obliczenia pulsacji w, niettumionych drgah wiasnych. Ponie-

waz K = 3EJ,/I* = 3,98-10° N/m, zatem
w, =Y Kjm = /3,98-10°/160 = 157,9 s7* .
Z kolei okre§lamy site wymuszajaca Q. Na skutek niewywazenia wirnika oddzialtuje on na ustrd) wi-
rujacy sita
0, = mo w?r =692 N,
gdzie w = nn/30 = 151,8 s—1 predkosé katowa wirnika. Sila wymuszajaca drgania jest pionowa skla-
dowa sity Q1
Q = Q,sinp = Q; sin wt,
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ktérej pulsacja jest identyczna z predkoscia katowa wirnika. Juz w tym momencie widzimy, Zze warunki
pracy ustroju sa niekorzystne, gdyz @ =~ w,. Aby je dokladnie poznaé, obliczamy
1
o = 212 2 2
V[1—(151,8/157,9)%)>+4- 0,032 (151,8/157,9)
a z wzoru (16.18a) amplitude sity zginajacej belke
P:Qlﬂq :7300 N.
W niebezpiecznym przekroju A4 tej sile odpowiada naprezenie
Omax = Pl/W, = 53,5 MPa,
ktére zgodnie z wzorem (f) jest sinusoidalnie zmienne i ma pulsacje . Niezaleznie od tego wspornik
obciaza stata sita cigzaru mg = 1,57 kN, wywolujaca w przekroju A naprezenia
oo = mgl/W, = 11,5 MPa .
Calkowite napre¢zenie w goérnych wldknach przekroju A4 jest
' 0 = 0o+ Omax = 11,54-53,5 sin (wt—¢) MPa,
a wicc zmienia si¢ w granicach --65 MPa i —42 MPa. Podobnie we wléknach dolnych naprezenia sa:
—65 MPa i 442 MPa,

2. Jak zmieni si¢ wynik zadania 1, gdy profile I 14 zastapi¢ profilami I 10, dla-ktérych J, =
=2-171 cm*, W, = 2-34,2 cm>.

Odp. Ustréj jest w nadrezonansie; w, = 86,1 s=%, Bo = 0,474, 6max = 5,8 MPa, o, = 27,5 MPa;
catkowite naprezenie w gornych widknach przekroju A zmienia sie od 33,3 MPa do 21,7 MPa. Istota
ulepszenia polega nie tylko na okolo dwukrotnym zmnmiejszeniu maksymalnych naprezen, lecz i na
zmniejszeniu ich amplitudy.

3. Jak zmieni si¢ wynik zadania 1, gdy miedzy silnik a profile wtozy¢ gumowe podktadki, ktére
pod dzialaniem cigzaru silnika ulegaja $cisnieciu o f = 3 mm.

Odp. Stata sprezysta podkladek K, = mg/f = 524 kN/m, laczna stalta K = K; K,/(K; + K,) =
= 0,463:10° N/m, skad w, = 53,8 571, fo = 0,144, 0., =~ 0,7 MPa, a catkowite maprezenie w gor-
nych wioknach przekroju 4 zmienia si¢ od 12,2 MPa do 10,8 MPa. Ten sposéb redukcji obciazen
jest wigc znacznie lepszy, niz podany w zadaniu 2.

4. Podpora B niewazkiej podpartej przegubowo belki 4B z osadzona na srodku masa m wykonu-

je pionowy okresowy ruch wgs = fsin wt. Pomijajac ttumienie okresli¢ prawo ruchu masy oraz ugiccie
w srodku belki.

Rozwiazanie. W obranej chwili czasu # podpora B zajmuje potozenie B;, a masa m polozenic C,
(rys. 16.16). Ugiecie belki fo = C,C; = (ws/2)—w¢, a reakcja P belki na mase jest
P = K[(ws/2)—wc],

= 10,55,

linia AC1B1>,_,__ — -
linia ugiecig———— o Dl
1

linia odniesienid el 4
Rys. 16.16. Do zadania 4

gdzie K = 48EJ,/I® stala sprezysta belki dla ugiecia C,C; — 1 m. Rownanie ruchu masy m jest

m .v;)c =P = K [(ws/2) —wc] = Kf¢
lub po przeksztalceniach

P 2 1 P .
Jetw, fo =3 ©* fsin ot

16.2. Okresowe obciaZenia ustroju o jednym stopniu swobody - s

gdzie w, = ‘/ K/m. Interesujace nas rozwigzanie szczegdlne, odpowiadajace ruchowi ustalonemu po
zamarciu drgafi wlasnych,
i sin w?
Je = S (@fon]
daje amplitude ugiecia oraz przesunigcie we = (ws/2)—fc. Maksymalny moment gnacy jest w Srodku
belki
M, = Poax /4 = 6 EJ, fII’[1 —(w/wy)?].
Wynik ten mozna stosowa¢, gdy w/w, # 1. . ‘

5. Na wale z utwierdzonymi koficami i o skokowo zmiennym przekroju osadzono kolo zamachowe
(rys. 16.17), na ktére dziata zmienny moment M, sin wt. Przyjmujac dane z ry§unku oraz M1 = ZOO,N m,
w = 210s-!, G = 7,7-10* MPa i wspoiczynnik { = 0,03 obliczyé naprezenia 7 w obydwoch czgsciach
watu. ] o

Odp. Dla lewej i prawej czesci state sprezyste sa: Ky = GJoi/l = 1,957-10 N m/rad, K32 =
— 0,943-105 N m/rad, a laczna stala K5 = 2,90-10° N m/rad. Obliczone stad w, 5 }/I.{,,/I = 225)’5—1
i Bo = 9,40 daja z (16.18a) amplitudg momentu M,, = 1880 N m. Moment ten dzieli si¢ na cz¢s¢ le-
wa 1 prawa w stosunku statych Ky i Koo, skad M; = M,Kp1/Kp = 1270 Nm, M, = 610 N m, a na-
prezenia 7, = 29,9 MPa, i 7, = 24,9 MPa.

= B s
’.¢d1-8cm L.Jj ) I 7 o l ;

a_ — ¢ [ 1C

My

7

fe——{=05m —>te—— [ ——

@dy=5cm

=l
3
By

+ n AL

a=2m, b=05m, h=1m

Rys. 16.17, Do zadania 5 Rys. 16.18. Do zadania 6

6. Nicodksztalcalny agregat sprezarki ttokowej o masie m = 500 kg uchowano na dW(')CI:l je-.
dnakowych stupach 4B i CD obustronnie utwierdzonych (rys. 16.18). W czasie pracy tlo'k’sprqrzark_l
o masie m; = 25 kg wykonuje ruch posuwisto-zwrotny, przy czym wiadomo z mechaniki ogolnej,

Ze przesunigcie
x ~ I—(xr/4)-Fr [cos wt-+(x/4) cos 24 ,
gdzie % — r/l. Obliczy¢ obciazenie stupow, jesli EJ, = 1,7-10° Nm?, o = 60 s, I=0,5m, r=
— 0,15 m, a wspotczynnik ttumienia {=0,1.
Odp. Tlok oddzialuje na korpus pozioma sita Q = —m, % = m, ro* (cos wt-+x cos 2wty lub
po doprowadzeniu do postaci (16.20)
Q = 0, sin [wt+(w/2)]+ Q2 sin Ror+(/2)],

gdzie Q, — 13,5 kN, @, = 4,05 kN. Poniewaz stata K = 24EJ,/I® = 4,08:10° N/m, o, = ]/K/m =
= 90 s}, zatem z wzorow (16.21) mamy
Ka, = 23,7 kN, ¢, = 13,5°, Ka, =3,15kN, ¢,= 166,5°
jako amplitudy sit poszczegélnych harmonicznych i ich przesunigcia fazowe. W rezultacie sita obcia-
zajaca jest
0 = 23,7 sin (wt- 76,5 +3,15 sin 20¢—176,5°) kN,

a jej przebieg taki jak na rys. 16.19. Obciazenie kazdego slupa stanowia: sta’L?. sila. wzd.iuina mg/2.=
— 2,45 kN, pulsujaca sita wzdtuzna Qb/a wynikajaca z odstepu b migdzy linia dziatania Q a pozio-
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mem AC oraz pulsujaca sita poprzeczna T = Q/2 i pulsujacy moment Qh/4, odpowiadajace obciaze-
niu statycznie niewyznaczalnego ustroju sita Q przylozona w poziomie AC.
7. W zadaniach 1 + 6 ten sam element pelni funkcje i thumika, i sprezyny, tymeczasem site dziata-

Jjaca na niego okreslono z wzoru (16.18) stusznego, gdy te funkcje sa rozdzielone. Jaki blad popelnia sie
przy takiej zamianie modelu?

(o'}
kN
20\
a
—--—i—{—

U=

A 5 ¢ [

=
g ! A

Rys. 16.19. Wynik rozwigzania zadania 6

Rozwiazanie. Wréémy do rys. 16.2, Gdy ten sam element jest i sprezyng, i ttumikiem, wéwczas
przenosi on sitg P--H = Ku,+ciey. Przyimujac Q — Q, sin of i uy wedlug (16.13) mamy teraz

P+ H = Kasin (wt—@)+cwa cos (ot —¢) ,
a po wprowadzeniu 2z (16.3) parametrow £, e, i przeksztalceniu
P+ H = Kay/1+42%(0]0,)? sin (ot —p+y)
gdzie tg y = 2l w/w,. Pomijajac nieistotne przesuniecie fazowe v widzimy, ze sila przenoszona prze

badany element jest wigksza w stosunku V 1+48*(w/w,)?, niz podana wzorem (16.18). W ustrojach

o matym ttumieniu popelniany blad jest pomijalny, na przyklad w zadaniu 6 dla podstawowej harmo-
nicznej jest on okolo 0,9%, dla drugiej okoto 3,69%.

Powyzsza poprawka sily nie zmienia uprzednio obliczonych wartosci naprezen, o ile przyjaé, ze
material sklada sig¢ z dwoch istniejacych obok siebie faz z jednej reagujacej na odksztalcenia (sprezyste;j)
i drugiej reagujacej na predkos$é odksztalcenia.

16.3. Dzialanie obciazen nieokresowych

Analiz¢ skutkéw takich obcigzen (rys. 16.1¢) rozpoczniemy od zbadania zachowania
si¢ ustroju o jednym stopniu swobody przy naglym zadziataniu sity Q (rys. 16.20a). Za

a) . b) Ugh

¥ -
a8 KN/mM _Th*=2m/w1=g?

]Emﬁﬁﬁftfézﬁhﬂx
V- ~fp=

o

Rys. 16.20. Reakcja ustroju przy naglym obciazeniu sita Q

X
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ktadamy, ze przed obciazeniem ustrdj byl w spoczynku3 czyli ?e Ug = 0 dla ¢ < 0. Po
obcigzeniu, czyli dla 7 > 0, nastgpuje ruch masy m opisany rownaniem (16.4)

Gig 2 wati,+0huy = Qfm.
Rozwiazanie tego réwnania u,(f) jest, jak zawsze, suma
U () = Ugntthaw,
gdzie u,, — rozwiazanie réwnania jednorodnego o postaci (16.6), a U4, — T0ZWiazanie
szczegolne. Gdy Q = const, wowczas
U4, = Q/moy = QK = fy, (a)

gdzie f,, — przemieszczenie masy m odpowiadajace statycznemu dz.ialaniu.sily Q. Tak
wigc przy nagtym zadziataniu sity Q ruch masy przedstawia drgania tlumione

u(t) = ape~tent sin (@t Y 1=+ @)+ for - (b)

Przesunigcie fazowe ¢, i amplitud¢ a, wyznaczamy z warunkéw poczatkowych ()0 = 0,
(f4)i—0 = 0, otrzymujac
tepn =y 1= [0, an=—fulsing, = —fu[T-0*. ©

Opisany zaleznoscia (b) przebieg u,(7) podaje 1ys. 16.20b. Widac, z§ po uplyvsfle Pewnego
czasu mamy u, = f, = const, a wigc nastgpuje rc’)w.no.waga us'trOJu w polo.zemu qdpo-
wiadajacym statycznemu dzialaniu sity Q. W przeﬁmqum jednak *okresw chwilowe
wartosci u, sa wigksze niz fi,. Warto$¢ (#)max wystquJe., gdy t = T, n /,2’, t.o znaczy po
uplywie czasu réwnego potowie okresu drgan wlasnych, i latwo dowies¢, ze

(adeae = fu (L4725, @
Wartoéci (44)mex Odpowiada sita Ppoy, W elemencie sprezystym
Poae = Kt )ee = @ (1467577, ©)
Przy matym thimieniu, gdy { < 0,03, mozna przyjac, ze
P = 20. (16.24)

Powyzsza nieprzekraczalna warto$cia Prax postugujemy si¢ czgsto przy oszacowaniu
skutku naglego obciaZenia. . o ‘ .
Podobnie badamy skutek obciazenia ustroju sita chwilowa Q, ktérej czas dziatania At

S = }tht ()
0

ma warto$é skoniczong. Opis ruchu masy m mozna tu podzieli¢ na dwie fazy. W pler‘wsze]
trwajacej przez czas At przesunigcie u, jest bardzo male, czyli ze' uy ~ 0, wystepuje nz.1-
tomiast raptowny wzrost predkosci do wartosci 1140 Okreslonej z zasady zachowania
pedu, a mianowicie N

ml.lA0=S lub L‘le=S/m. (g)
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Te warto$¢ 4,40 1 u = 0 przyjmujemy jako poczatkowe dla drugiej fazy, gdy ¢ > At
1 @ =0, a ruch jest opisany rozwiazaniem (16.6) jednorodnego réwnania (16.4), czyli

Uy =a,e "' sin(w, /102 +¢,).
Wykorzystujac wspomniane warunki poczatkowe wyznaczamy
7=0, a,=Simo,/i-C,
otrzymujac ostatecznie zalezno$é
g = (S]mw,y/1-0%)e " sin Ll I=E2. ‘ (h)

Przebieg u,(¢) podaje rys. 16.21. Ekstremalne przemieszczenie (u,),,, odpowiada chwili to
okreslonej z réwnania

tgw, to )/ 1=02 =y 1-0/, (i)
a jego warto$é
(uA)max = (E/mwn) e—C-'D,,?D o (J)
Q Uy a(t)
~alt) s |- (U)max >
ﬂ ﬁ" i\_-“f\q?“n-—n - y < g.é:
T AAVR o 1
2=0 fit *L >
/ L2 M 0' 4T [« Nt
0 — o tozTn T ——
---| At - Sy

Rys. 16.21. Reakcja ustroju przy obciazeniu sita chwi- Rys. 16.22. Rozklad dowolnego obcia-

lowa zenia na elementarne impulsy

W wigkszosci przypadkéw tlumienie jest mate i wtedy z wzoru (i) mamy w, t, = n/2,
a z wzoru (j)
(U max ~ (Slma) €72, (k)

Odpowiadajaca (t4)max sila P, W elemencie sprezystym

Prax = K(“A)max =~ ga)n e—n;/l (1625)
nie przekracza nigdy wartosci Scw,.
Rozwiazanie (h) mozna zastosowaé, gdy sita Q (f) ma przebieg dowolny (rys. 16.22). W tym celu
nadajemy wynikowi (h) postac
s =Sh@), U}
gdzie h (¢) jest reakcja ustroju wywotana impulsem jednostkowym. Jedli taki impuls dziata nie w chwili
t =0, lecz w chwili + = 7, to ruch ustroju okresla funkcja 4 (¢—7), czyli
h(t=7) = (1/mw, Y1—C%) e 9 TDsin w, ¢ —7) Y1 -C2, (16.26)

przy czym dla ¢ < 7 funkcja h (t—7) = 0. Zamieniajac z kolei rzeczywisty przebieg Q (t) krzywa
schodkowa, mozna potraktowa¢ ja jako szereg elementarnych impulséw dS = Q d7 ulokowanych w cza-

sie t = 7. Kazdemu takiemu impulsowi wzietemu z osobna odpowiada reakcja (ruch) ustroju

QdTh(t—7), (m)

et LY e 9
16.3. Dziatanie obciazen nieokresowych S == —_— 4—4

a catkowita reakcja ustroju jest, z racji liniowosci réwnania (16.4), suma sktadnikéw (m) dla 7 w gra-
nicach 0, 7, czyli

T
ua) = [ Q@ -dr. (16.27)
o
Wprowadzajac jako nowa zmienna * = r—7 nadajemy wynikowi (16.27) druga réwnowazna postac
t
() = J Q (t—1t*) I (¢%) de*. (16.28)
[

W przypadku wymuszenia kinematycznego (rys. 16.13), gdy punkt B df)zr}aje ;?rz.emneszczen?a
ug(t), otrzymujemy te same zaleznosci (16.27) i (16.28), z tym tylko, ze przesunigcie iy | sita Q zostaja
B 3 -, . i
dpowiednio zastapione pracz iy = Ma—ty 1 —Niy. ) ) . : -
x D?ednym 7 zastosowan wzoréw (16.27) lub (16.28) jest badanie reakcji ustroju na w.ymuszenle prZ}"
padkowe. Zalézmy, ze podany na rys. 16.1a przebieg jest otrzymanym doswiadczalnie zaplfem wymuszer;,
na przyktad nieréwnoéci drogi, po ktorej jedzie samochdd. Stosujac wzor (16.27) okreslamy odks.zta’-
cenie ;r #(1), a wiec i site P (1) dzialajaca na glement sprezysty (resory), przy czym caly proces obhcz.c;,'n
mozna Aprzerzucié na maszyne. Do tego celu nadaja si¢ specjalnie tzw. maszyny anajlog.owe umozli-
wiajace wizualna obserwacje przebiegu oraz liczbowa rejestracje czestosci wystepowania sit P (f) o za-
danych z goéry wartosciach.

Z podanych przyktadow widaé, ze przy obcigzeniach nagtych lub chwilowych wystqr
puja zawsze drgania swobodne tlumione, a wigc proces ma charakter nleustalm?y, g‘dyz
amplituda zmienia si¢ w czasie. Jest to zasadnicza rdznica w pordwnaniu z d'Z1alanlem
obcigzen okresowych, przy ktorych, po zamarciu drgan wiasnych, amplituda jest stala,
a proces ustalony.

16.4. Przyblizona teoria zjawisk uderzenia

Opisana poprzednio petna analiza zjawisk przy dziala.niu obc.iquﬁ ngg%ych lull: chw1110-
wych nie zawsze jest potrzebna. W wielu przypadkach interesuje nas. tyl.ko ma sy(rlna'l na
wartosé sity dzialajacej w trakcie procesu na sprqzyéty element ustroju, jako dec?y g]qca
o jego bezpieczefistwie. Pozostale fakty, jak tlumiony charakter ruchu, prjyfimtli:zmz
tylko od strony jakosciowej. Przy postawieniu tak zawqionego.celu up-raszcz.am'y .f) a dw'
zadanie zakladajac, ze ustrdj nie ma tlumienia. ZaloZenle' to, ]a.k w1d21e1,1s‘rny,t z.lje
wartosci sity wigksze od rzeczywistych, a wige w kierunku zwu;ksz.em’a pewnf)sm.us.erJu.

Metoda rozwigzania takich zawezonych zadan wynika z rozwaz-an prlzemlan 1 blra.nsg
energii. Dla przykladu wezmy ukfad (rys. 16.23), w ktérym poruszajaca sig Z predkoscia v

uk

l—— t1 —
Rys. 16.23. Badanic procesu uderzenia

29 Wytrzymalos¢ materiatow
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masa m uderza w niewazki element sprezysty o stalej K. Po zetknieciu sie z elementem
spr¢zys‘Fym predkos¢ masy stopniowo maleje na skutek rosngcej w nim sily i w chwili
t = tl. Jest ona réwna zeru, a odksztalcenie u osigga warto$¢ maksymalna u = f,. Pro-
cesowi temu towarzyszy przemiana energii z kinetycznej w potencjalng. W chwili‘bowiem

zetknigcia, gdy element sprezysty jest jeszcze nie odksztatcony, istnieje tylko energia kine-
tyczna masy m

E, = mv?/2, (a)

w chwili za$§ ¢ = 1, tylko energia potencjalna odksztalconego elementu
U=Kfi2. (b)
Poniewaz badany uklad jest idealny, zatem z zasady zachowania energii wynika E, = U.
a po uwzglednieniu zaleznosci (a) i (b) ’
fi=ty/m/K = tjw,, (16.29)

gdzie ®, = /K/m —znana z art. 16.1 pulsacja niettumionych drgan wlasnych ukladu
zlozonego z masy m i elementu sprezystego. Odpowiadajaca £, maksymalna sita P,
w elemencie sprezystym o

P =Kfy =0/Km. (16.30)

b)

R N

‘}'m: Vv i
F@\ NTRRRRN

Rys. 16.24. Inne przypadki uderzenia

qdy masa m uderzajaca w sprezyne porusza sie pionowo (rys. 16.24a), wéwezas w bi-
la.ns1e.energetycznym nalezy uwzgledni¢ nie tylko energie kinetyczna Ek = mv?/2 odpo-
vx.lladagacc.ac momentowi zetknigcia si¢ masy ze sprezyna, lecz takze zmiang energii poten-
cjalnej CI.QZZII'U mg na PrZesunieCiu umy, = fy. czyli £, = mgf;. Rozumujac jak poprzednio
doc_hodmmy do réwnania Ey+E, = U, ktére po wykorzystaniu zaleznosci (b) i przeksztat-
ceniach ma postac

fi=2f.Ja—2(E/K) =0, (c)

gdzie f,, = mg/K — odksztalcenie elementu sprezystego przy statycznym dziataniu cigzaru
masy m. Z réwnania (c) wynika

fa= L 1+ V1+QEJK ) ], (16.31)

16.4. Przyblizona teoria zjawisk uderzenia 451

jako wartos¢ tzw. strzalki dynamicznej fy. Odpowiadajacg jej site Puay = Kfa W elemencie
sprezystym mozna wyrazi¢ jako
P =myg ﬂll’ (16.32)

gdzie f, = fu/f.. — stosunek odksztalcen: dynamicznego i statycznego. Z wzoru (16.31)
widaé, ze f8, = 2, przy czym dolna warto$¢ B, = 2 zachodzi, gdy E, = 01 o = 0, czyli
gdy sita cigzko$ci myg dziala nagle. Wynik ten zgadza sie z poprzednim rezultatem (16.24).

Zazwyczaj masa m nie uderza bezposrednio w element sprezysty, lecz poprzez przy-
twierdzong do niego masg m, (rys. 16.24b). Przebieg zjawiska dzieli si¢ tu na dwa etapy.
W pierwszym z nich trwajacym niezmiernie krétko zachodzi wyréwnanie predkosci mas
m i m,. Z zasady zachowania pedu wynika, ze ta wspolna predkose

U, = mo/(m+my). (d)

Temu wyréwnaniu predkosei towarzysza odksztatcenia zlokalizowane gldéwnie w-miejscu
styku cial. Jedli zalozy¢, ze odksztalcenia te sa plastyczne, to obydwie masy zostaja w zet-
knieciu i poruszaja sie z ta sama predkoscia v,. Ich energia kinetyczna

Ep = (m+m;)vif2 = (mB°[2) [m{(m+m,)] = Exm[(m+m,) (e)

jest mniejsza od poczatkowej energii masy m, gdyz energia ta zostata czgsciowo zuzyta
na plastyczne odksztalcenie materiatu.

Po wyréwnaniu predko$ci mas zaczyna si¢ drugi etap przebiegu nie rdznigcy. sig
niczym® od przypadku z rys. 16.23. Wstawiajac zatem do wzoréw (16.29) i (16.30) pred-
ko$¢ B, 1 mas¢ m-+m, otrzymujemy odpowiednio

e, - P
m m . m

LK L i P...=7/Km 1/ = 16.33

Ja=v VK mim; . U'/ = l m+ny l0.:5)

W poréwnaniu zatem z poprzednimi wynikami nastgpuje tu redukcja odksztatcenia 1 sity
w stosunku 7 m/(m+mJ. Wynik ten jest stuszny przy poprzednim zaloZeniu o idealnie
plastycznym przebiegu pierwszego etapu. W przypadku gdy lokalne odksztalcenia sg
czesciowo lub catkowicie sprezyste, przebieg zjawiska jest znacznie bardziej ztozony, a jego
analiza wymaga pelnego zbadania w sposéb podany w art. 16.3. Ogdlnie biorac redukcja
wartosci f3 i Pmay jest przy tym mniejsza niz'w przypadku idealnie plastycznym.

We wszystkich badanych przypadkach warto$¢ sily Prax ro$nie ze wzrostem Sztyw-
nosci K elementu sprezystego. Dla zmniejszenia zatem tej sily nalezy stosowac elementy
o podatnosci zwigkszonej badz przez odpowiednie ich uksztaltowanie, badz przez ,,sze-
regowe’” whaczenie dodatkowego elementu, jak gumowe podkiadki, ,,migkkie” sprezyny itp.
(rys. 16.14). Podobnie jak w przypadku badania drgan, element sprezysty moze mie¢
rézna postac (rys. 16.4), przy czym okreslenie stalej K podlega tym samym regufom, jak
opisano w art, 16.1.

1) 7 racji krotkotrwalosei poprzedniego etapu na poczatku drugiego etapu element sprezysty nie
jest jeszcze odksztatcony.

29
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Zadania

1. W nle.wa.ikim zespole zlozonym z talerzyka i sprezyny (rys. 16.25) mozna nakretka N wywolaé
wstepne napigcie sprezyny. Obliczyé naprezenia w sprezynie przy uderzeniu jej masa m = 5 kg poru-

szajaca si¢ z predkoscia © = 2 m/s, jesli: a) sprez S By . Jonal .
L A s, i ) sprezyna mie jest napigta; b) sprezyne Scisnigto wstepnie

PA 8

)

f-é:-.\a'-l\‘;'\'.\:\':.: A

[-‘_ fb "E"‘_' E fd——th ?—

Rys. 16.25. Do zadania 1

Roz'wiazanie. W przypadku a) po obliczeniu z wzoru (9.15) statej K = Gd*/8nD? = 7,6 kN/m
otrzymujemy z wzoru (16.30) P, = 390 N, a wedtlug wzoru (9.14) 7., =~ 178 MPa ’

W przypadku b) ener.gla‘ U odpowiadajaca strzalce dynamicznej f;, mierzonej od polozenia tale-
rzyka przy wstgpnym napieciu fo, jest z jednej strony réwna polu trapezu OABC, czyli

U= [K(fo+f)*21—(Kf3/2),
z drugiej za$ strony réwna si¢ energii kinet j = mo? ajace)
yeznej E, = mv?/2 uder 3 Sci U = E
- | % /2 uderzajacej masy. Z réwnosci U — E,
fitfo = fo VI+QEJKSE) =593 em,

Ja.ko (falkovyite ?dksztalcenie sprezyny mierzone od polozenia sprezyny w stanie swobodnym. Odpo-
wiadajaca sﬂ‘a }.’m“ = K(fo--fa) = 451 N jest 1,16 razy wigksza niz poprzednio i w tym tez stosunku
rosng naprezenia 7= 1,16, 7,,, ~ 207 MPa.
2. Me;(sra " uderza z predkoscia ¥ wspornik 4B w punkcie C (tys. 16.26) wywolujac w niebezpiecz-
nym przekroju A4 naprezenia op,, = 200 MPa. Jak zmienia sie te zenia, jesli €
) na
g Pl 4 T a sie prezenia, jesli podeprzeé przegu-
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Rys. 16.26. Rys. 16.27. Do zadania 3 Rys. 16.28.

. Odp. W pierwszym przypadku K =3ELP, P ..=70 Vﬁ?],n'zm iM, = Py.x | =9}/ 3EJ(I; wdru-
gim K =N96EJ,./713, P = 'T)Jﬁ(ln, maksymalny moment jest nadal w przekroju A4 (rys. 10.14) i ma
wartos¢ M," =3P I8 =v ]/27EJ,,/14[. Stosunek naprezen jest M /M, = |/ 9/14,skad 67/, ~ 160 MPa,

max
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3. Lina ABC przerzucona przez blok w wezle B kratownicy dzwiga ciezar masy m = 3-10° kg
(rys. 16.27). W trakcie opuszczania tej masy ze stala predkoscia o = 1 m/s nastapilo w sytuacji podanej*
na rysunku nagte zablokowanie wciagarki 4. Wiedzac, ze statycznemu dziataniu cig¢zaru masy m odpo-
wiadaja przesuniecia up = 1 cm, fz = 3 cm wezla B i traktujac wysiggnik jako niewazki okre§lic ek-
stremalna sile w linie.

Rozwiazanie. Zadanie rozni si¢ od modelu z rys. 16.24a, gdyz w momencie zablokowania (punkt C)
sprezysty element uktadu (lina -+ wysiegnik) jest juz napiety sita ng. Jesli mierzyé strzatke dynamiczna f
od momentu zablokowania, to suma Ei+E, = (mv?/2)--mgfs. Inna natomiast jest energia odksztal-

cenia
U = [K (fa--fi)2 21— (Kfu2) = K(fi-r2 £ 0012,
gdzie f,, — mg/K — przesunigeie punktu C przy statycznym dziataniu mg
fu = fo—up+Img (I --1)EA] = 3,85 cu.
Z rownosci E,+E; = U mamy f; = 5‘/m7( oraz
Poax = K(fiH-fo) = @-Vf;t)—‘rmg = 77,2 kN,

gdyz K — mgffy = 3-10°:9,81/3,85:10% = 7,64-10° N/m. Tak wigc raptowne zakleszczenie zwig-
ksza obciazenie ustroju 2,6 razy.

4. Jaki sens techniczny w zagadnieniach uderzenia ma wynik zadania 4 art. 2.4 (rys. 2.13)?

Odp. Jesli na swobodny koniec preta uderza masa m z predkoscia o, to naprezenie w niebezpiecz-
nym przekroju preta stopniowanego bedzie wigksze niz w precie gtadkim.

5, Walek 4B z osadzong na nim tarcza o $rednicy D — 30 cm i masie m = 60 kg wiruje z pred-
ko$cia 7 = 120 obr/min (rys. 16.28). Okresli¢ wartosé maksymalnych naprezef stycznych w watku
przy raptownym zablokowaniu kofica 4. Modut G = 7,8-10* MPa.

Rozwiazanie. Pomijajac masg watka okreslamy energie kinetyczna w stanie poczatkowym. Jej
wartosc

E. = [n?]2 = 53,2 kgm?/s?2 = 53,2 ),

gdzie I = mD?/8 = 0,675 kgm? — moment bezwladnosci tarczy, a @ = =n/30 = 12,56 rad/s — jej
predkos¢ katowa. Po zablokowaniu energia ta zamienia sie na energi¢ odksztatcenia

U = (Mdmas @axl2 = (Mas 126
skad maksymalna wartos¢ momentu skrecajacego
(M)max = V2E, GJo/l = 3,24 kNm,

a odpowiadajace naprezenia Tmax = (Momax/ Wo = 76 MPa.

6. Biegnacy z predkoscia o = 2 m/s wagon 4 o masie 77, = 40-10° kg uderza zderzakami w zde-
rzaki nieruchomego wagonu B o masie m, = 20- 103 kg (rys. 16.29). Okresli¢ maksymalna site w zde-
rzaku, jesli K = 3 MN/m dla kazdego z dwdch zderzakow kazdego wagonu.
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Rys. 16.29. Zderzenic mas rozdzielonych elementem sprezystym
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Rozwi i icze igci
b ruc})v(») ?Zami L1cz_4c .od mf)mentu zetknigcia (7 = 0) i traktujac obie masy jako calosé, mozna
pisac jako zlozenie dwoch ruchow. Pierwszy z nich to ruch obu mas z ta sama pr:;dko' i
scia

Vo = my 9/(m,+ m,),

okresl as: ‘ 'ani i 7
% Zetkm}q z zasady zachowania pedu. Poniewaz w tym ruchu odlegtosé mas zostaje taka, jak w chwi
nigeta, zatem odpowiadajaca temu sita i j ; e
ki a w zderzakach jest przez caly czas réwna 2 i
ruchu sktadowym, w ktorym predkosci mas dla £ = 0 sa l Y R

D1 =00y = mx0/(my -0m5), v, = —7p = —nty Bf(ng - m,)

$rodek mas SC j S : i i
s Jes;1 w. .spoczynku, a c.alk'owny ped zawsze rowny zeru. Odleglosé mas jest tu zmienna
i) og z_! \(';/ c \\illl.l‘ = 0’,d.0 naymniejszej w chwili ¢ = ¢,, gdy predkosci v, = 2> = 0. Tej chwili
i~ lpomp::ozw.a e;nzp\\k;lqksze scisnigcle f; zderzakow i najwieksza w nich sita Poniew-'az pr.zy szerego

zeniu dwoch réwnolegltych par zderzakdw t 7 ' i

A aczna stata spr aj j j
czego zderzaka, zatem energia odksztalcenia e I RGO R
U= Kfij2.
Energia ta wynika z przemiany energii kinetycznej
Ey = (n1y 03/2)+ (mz ¥2/2) = my m, 922 (1, - m>)

odpowiadajacej chwili 7 = 0. Poréwnujac E; i U mamy

fo=7v ]/nh m;'.-‘K(n':H—;z;_)_ = 0,133 m
oraz maksymalng sitg w kazdym ze zderzakow

Puax = Kfy/2 =200 kN,

16.5. Uwagi koncowe

jed Z?:aé]ra ;v tym rozdziale analiza reakcji ustroju przy obciazeniach zmiennych stanowi
y obny fragment odrebnej dyscypliny, tzw. dynamiki maszyn, taczacej w sobie

Clementy mecha ll’kl‘ i lzy a]() Cl‘ a i cme ( rownania
\Vy m S m Cl’lalOW. Tynll clemen 'dmi me haniki Sa /11 n.
d

ruchu ! ange’ i
paramelzzwton(%’l}lb Lelllgrdnge a, clementami za§ wytrzymalosci materiatéw okreslenie
W wyjsciowych, jak sztywnosci elementdw i thumieni i
: . . s \ umienta materiatowego. W wynik
TOZW1azZ ¢ ien otr je sie ni ; o
¥ azania takich ngadnlen otrzymuje si¢ nie tylko informacje o przebiegu ruchu, lecz
1 dane do oceny bezpieczenstwa ustroju. ,
W . ] b d ¥
Zlozonf(lri\-al/iamu z ro’zpatrz.onyml zagadnienia spotykane w praktyce sa czesto bardziej
b z hldu I])owrodo.w. Pierwszym z nich jest wigksza od jednosci liczba parametréw
B 1.1yc o okreslenia po}OZenla mas ustroju. Dla przyktadu, w przypadku z rys. 16.30a
c a8 Gl 1 e g 3 : : .
p nie masy /m okreslaja trzy wspotrzedne, tj. przesuniecie pionowe f;, poziome f,

Rys. 16.30. Przyktady ustrojow o wielu stopniach swobody
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i kat obrotu #. Podobnie w belce z dwiema masami (rys. 16.30b) polozenie ich daja dwie
wspotrzedne w, 1 w,. Cecha charakterystyczng takich ustrojéw jest to, ze odpowiednio
do liczby tych wspolrzednych, tzw. stopni swobody, ustréj ma tylez, na ogét réznych,
pulsacji m, drgan wiasnych. W granicznym przypadku ustroju z masg roztozond w sposob
ciagly (rys. 16.30c) do okreslenia potozenia wszystkich elementarnych mas musimy podac
funkcje 1(x), réwnowazna nieskoficzenie wielu wspohrzednym, ktérym odpowiada nie-
skoriczenie wiele pulsacji w,. Okreslenie pulsacji @, 1 odpowiadajacych im postaci drgan
whasnych nasuwa niejednokrotnie duze trudnoscei rachunkowe.

Drugim powodem komplikacji jest nieliniowo$¢ parametréw sztywnosci 1 tlumienia.
Pierwsza z nich moze wynika¢ z uksztaltowania elementu, jak w przypadkuzrys. 16.31a,

b) . a a C) g

FERRNIRER

Rys. 16.31, Przyktady nieliniowosci ukladow

gdy wspornik utwierdzony w przekroju 4 ma dodatkowe prowadnice skracajace czynna
dlugo$é wspornika przy jego wygigciu. Podobnie w ukfadzie z rys. 16.31b istnienic ze-
wnetrznych sprezyn majacych w stosunku do masy m luzy a powoduje, ze charakte-
rystyka P(f) jest tamana. Nieliniowo$¢ moze tkwié i w samym materiale, gdy zaleznos$¢ o (¢)
jest inna, niz podana prawem Hooke’a. Osobna kwestia jest tlumienie materialowe. Jego
przyczyna w zakresie naprezen stosowanych w technice sa, niezauwazalne makroskopowo,
odksztalcenia plastyczne w obrebie poszezegdinych ziarn materiatu. Na skutek tego
zalezno§é o(e) jest inna pizy obciaZeniu niZz przy odcigzaniu dajac na wykresie o(e)
tzw. petle histerezy (rys. 16.31c). Jak dowodza do$wiadczenia, wielko$¢ tej petli jest ta
sama w warunkach statycznych i dynamicznych, zalezy natomiast od amplitudy naprezenia.
Wynikajace stad komplikacje rachunkowe omijamy wprowadzajac zazwyczaj model
ukladu z tlumieniem proporcjonalnym do predkosci, jak w art. 16.1. Warto$¢ tlumienia
w takim modelu zastepczym, okreSlona wedtug (16.8) przez logarytmiczny dekrement
tlumienia &, dobieramy przyrownujac straty energii w rzeczywistym ustroju do straty
energii w modelu zastgpczym. Orientacyjne otrzymane z dos$wiadczen wartosci tak okre-
slonego dekrementu & podaje tabl. 16.1. Jak wida¢, wartosci 6 dla materiatéw jak stal
sa bardzo male (rzedu 3--8.107%). Wyjgtek stanowi zeliwo szare, w ktérym niejedno-
rodna struktura (grafit +ferryt) powoduje, ze & jest kilkanascie razy wicksze. Wynika stad,
se w warunkach rezonansu parametr f, charakteryzujacy ,,przekladnie” miedzy sitg
wymuszajaca a wywolanym skutkiem moze by¢ rzedu kilkuset (wzor 16.15). Lepsza pod
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Tablica 16.1

‘ Rodzaj materiatu lub ustroju 0

stale réznych gatunkow : 0,003 =-0,008
| mku.:l techmczn)./ I 0,015
. mosiadz w stanie utwardzonym { 0,005
zeliwo szare ‘ 0,115
‘ konstrukcje stalowe spawane 0,07 -+0,08 ‘

konstrukcje duralowe nitowane f 0,10+-0,12
I 2

tym wzgl@dem Jest sytuacja w ustrojach, w ktérych nieuniknione zlacza (Sruby, nity itp.)
powoduja znaczne rozpraszanie energii na skutek mikroprzesunig¢ migdzy taczonymi
elementami. Niemniej i w tym przypadku nalezy liczy¢ sie z warto$ciami Bo rzedu kilku-
nastu do kilkudziesieciu.

Nieliniowo$¢ parametréw sztywnosci i ttumienia moze by¢ przyczyna zjawiska tzw. drgasn
samowzbudnych. W odréznieniu od badanych w tym rozdziale zjawisk, ktérych przyczyna
bylo zawsze obcigZenie zmienne w czasie, drgania samowzbudne moga powsta¢ przy
stalym obciazeniu. Przykladem takich drgaii samowzbudnych 83 gietno-skretne drgania
skrzydel platowcéw i topatek turbin, tzw. ,,wezykowanie” wézkéw pojazdéw szynowych

1 wiele innych. Zjawiska te moga, podobnie jak rozpatrzone, wplywaé na bezpieczefistwo
ustrojéw.

17 =zMECZENIE MATERIALOW

Analiza dziatania obcigzer zmiennych na ustrdj dzieli si¢ na dwa etapy, z ktorych
pierwszy, omdwiony w poprzednim rozdziale, polega na wyznaczeniu wartosci oddzia-
lywari migdzy elementami ustroju. Osobna kwestig jest okreslenie, jak reaguje sam materiat
na dzialanie naprezen zmiennych w czasie. Nalezy tu zauwazy¢, ze przyczyna zmienno$ci
naprezen moze by¢ nie tylko zmiennod¢ obcigzen, lecz i zmiana potozenia elementu, jak
w przypadku watka wirujacego z predkoscia katowa o (rys. 17.1). Dzialajace na walek
state sity P wywoluja w badanym widknie D przekroju C naprezenia

0= —M,zplJ,= —M,rsina/J, = —(M,r[J,)sinwt
oscylujace sinusoidalnie migdzy warto$ciami = Opax-

p p przekrdj €

My'—'Pa

Rys. 17.1. Przyklad zmiennych naprezen wywotanych zmiana polozenia

Podstawowym faktem stwierdzonym doswiadczalnie jest, ze przy dzialaniu takich
naprezeri zmiennych peknigcie elementu moze nastapié przy warto$ci On.. mniejszych
nie tylko od granicy plastycznosci materiatu, lecz i od jego granicy sprezystosci. Ten fakt
drastycznego zmniejszenia wytrzymatoéci jest jednym z objawdéw zjawiska tzw. zmeczenia
materialu. Zjawisko to jest czynnikiem decydujacym o bezpieczeristwie, jak bowiem wynika
z do$wiadczefi, jest ono przyczyna co najmniej 809, awarii maszyn.

17.1. Objawy i mechanizm zjawiska zmeczenia

Obserwowane przy dzialaniu zmiennych naprezen oslabienie materialdw w szczegdl-
nosci metali bylo i jest nadal przedmiotem wielu badan 1 dociekan, czesto ze soba sprzecz-
nych. W takich warunkach pracy metal odporny jest tylko przez pewien okres czasu




458 17. Zmeczenie materiatdéw

przy obserwacji powierzchni wydaje si¢ nie uszkodzony. W miare jednakze powtarzania
si¢ dalszych obcigzen pojawiaja si¢ mikroskopowe peknigcia, ktére nastgpnie szybko
rozszerzaja sie i gdy peknigcie osiagnie dostateczng wielko$¢, nastepuje nagle zniszczenie
elementu. Ztom zmgczeniowy (rys. 17.2) nawet w przypadku metali bardzo ciggliwych

koniec ztomu

Rys. 17.2. Typowy obraz zlomu zmeczeniowego
Przyklad walu wykorbionego. Poczatek peknigcia przy kanale smarowym w miejscu przejscia korby w czop korbowodu,

przypomina ztom kruchy, gdyz nie wykazuje widocznych odksztalceri plastycznych ani
w czesel, ani w calosci przekroju. Taka posta¢ ztomu nasuwala przypuszczenie, ze w pro-
cesie zmeczenia zachodzi rekrystalizacja lub rozrost ziaren metalu wywolujace jego kru-
chos¢. Poglad ten okazal si¢ bledny. Wyjasnienie réznicy zachowania sie metali przy
zZmiennym obciaZzeniu tkwi w istocie zapoczatkowania peknigcia zmeczeniowego i naste-
pujacego potem rozwoju uszkodzenia po kazdym nastepnym obciaZzeniu. W takim ujeciu
proces zmgczenia nalezatoby prawidlowiej nazwac propagacjia pekniecia.

Interpretacja mechanizmu zmgczenia zalezy od przyjgtej skali obserwacji. Jesli, réwno-
legle do obserwacji makroskopowych, jako podstawe przyja¢ zjawiska na skale mikro-
skopu optycznego lub elektronowego, to najbardziej charakterystyczna cecha metali jest
ich niejednorodno$¢ na skutek chaotycznego ustawienia i nieregularnosci ksztattu krysta-
litow (rys. 17.3). Przy statycznym obcigzaniu obserwuje sig, ze w obrebie poszczegdlnych
ziarn wystepuja odksztalcenia trwale przejawiajace si¢ na powierzchni jako pasma poslizgu.
Odpowiadajace temu nominalne naprezenia sa znacznie nizsze od wartosci, ktdra przyj-
muje si¢ jako granic¢ sprezystosci polikrystalicznego materiatu. Kazde pasmo poSlizgu
przedstawia zdecydowany uskok pojedynczy lub zlozony z pakietu cienkich warstewek
o grubosciach rzedu 5 nm = 5-107° m (rys. 17.3b). Przy wigkszych naprezeniach wzrasta
takze wysoko$¢ uskoku. Taki ,,wysoki”” uskok dochodzac do granicy ziarna przelamuje
,bariere”, jaka ta granica stanowi i powoduje zmiang jej ksztattu.

17.1. Objawy i mechanizm zjawiska zmcczenia . 459

b)

przekrg/ a-a

powiekszenie 60 razy powiekszenie 900 razy

Rys. 17.3. Obraz poslizgbw przy obcigzeniu statycznym
Materiat: aluminium 99,99%%. Zdjecia z pracy P.J.E. Forsyth, The Mechanism of Fatigue in Aluninunt and Aluminum Alloys,1956,

Przy obciazeniach cyklicznych mniejszych od granicy plastycznosci przebieg zjawisk

jest inny. Wystepujace tu pasma poslizgu (rys. 17.4a) sa szersze niz przy obciazeniu sFa-
tycznym, a ich struktura przypomina bruzdy (rys. 17.4b). Przy zmianie bowiem znaku obcia-

b) przekrgj a-a

e YN Y
powiekszenie 60 razy

powiekszenie 900 razy

Rys. 17.4. Obraz po$lizgébw przy obciazeniu zmegczeniowym

Material: aluminium 99,99%%. Zdjecia z pracy P.J.E. Forsyt h, The Mechanism o f Fatigue in Aluminun and Aluminum Alloys, 1956

Zenia istniejacy poprzednio uskok nie cofa si¢ catkowicie, powstaje natomiast nowy.p‘oéliz.g
w plaszczyznie sasiedniej. W miarg powtarzania si¢ obciazen bruzdy te zagl@blajac.su;
w material, kosztem wypchnietej na zewnatrz czesci materiatu. Nastgpstwem tego jest
rozdrobnienie ziarna i rozluznienie jego struktury dajace w wyniku submikroskopowe
pekniecie. Jak stwierdzono przy uzyciu mikroskopu elektronowego, pie.:rwsze. taki,e.qu-
niecia wystepuja w bardzo wczesnej fazie procesu zmeczenia, 1zedu tysnzcz'nej czqsc1.ca.1-
kowitej trwatodci (liczby cykli az do catkowitego peknigcia). W dalszym ciagu .qun.lgma
submikroskopowe wydluzaja si¢ i tacza si¢ w grupy az do wystapienia pql,(nlcm.a m¥kro-
skopowego przechodzacego przez cale ziarno. Istotne jest przy tym, Ze‘sredmo blora}c
submikropekniecia i mikropeknigcia jako zwiazane z mechanizmem poélizgu pokrywaja
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si¢ z kierunkiem maksymalnych naprezen stycznych w danym miejscu ciala traktowanego
Jako jednorodne. W odréznieniu od tego dalsze stadium pekania, polegajace na laczeniu
si¢ peknig¢ ziarn poprzez bariery ich granic, przybiera stopniowo kierunek prostopadty
do maksymalnego, a wigc gléwnego, naprezenia rozciagajacego. Dla przykladu w skre-
canym watku, gdy zmienne obcigZenie nie zmienia znaku, w obrazie mikropeknieé do-
minuje kierunek poosiowy i obwodowy (rys. 17.5) odpowiadajacy kierunkom 7., kofi-

granice ziaren

=" mikropekniecie

Rys. 17.5. Obraz mikropgknieé i ostatecznego zlomu preta skrecanego

cowy jednak ztom przebiega z reguly po powierzchni $rubowej nachylonej do osi watka
pod katem 45°. Ten przebieg zjawiska tlumaczy si¢ wplywem mikroszczeliny na rozktad
naprezen w jej otoczeniu. Szczegdlnie niebezpiecznym miejscem jest czoto szczeliny, gdzie
niezaleznie od poczatkowego stanu naprezenia zachodzi duzy lokalny wzrost wartosci
naprezei normainych o, powodujacych w rezultacie peknigeie rozdzieleze (rys. 8.11),
poglebiajace si¢ w miarg dalszych cyklow obcigzenia.

Pgknigcia zmgczeniowe tworzg si¢ w zasadzie na powierzchni elementu, gdyz zewnetrzne
ziarna sg stabsze od wewngtrznych, stykajacych i wiazacych si¢ na wszystkich swych
granicach z ziarnami sasiednimi. W ziarnach zewnetrznych natomiast, majacych jedna
powierzchnig swobodna, istnieje zawsze zaburzenie ukladu atomdw i ostabienie ich wigzan.
Uwzgledniajac przy tym niereguralno$é ksztaltéw, wymiardw i orientacji ziaren widzimy,
z¢ opisany powyzej mechanizm zniszczenia ma charakter statystyczny, zalezy bowiem
od losowego rozkladu stabszych krysztatow i ich wzajemnego na siebie wptywu. Dlatego
tez techniczne pojecie ,,wytrzymalosci zmgczeniowej” ma sens jedynie jako prawdopodo-
bienistwo peknigcia po pewnej liczbie cykli obcigZenia.

Ten ostatni fakt znajduje odbicie w wynikach prob. Biorac bowiem serie jednakowych
clementéw jednakowo obcigzonych i notujac dla kazdego elementu liczbe cykli N obcig-
zenia, przy ktdrej nastapito zniszczenie, otrzymujemy wartosci N réznigce si¢ czesto
0 rzad, a niekiedy i o dwa rzedy wielkosci. Stosujac pojecia statystyki, wyniki takich prob
przedstawiamy jako tzw. rozklady czestosci (rys. 17.6), w ktérych wysokosé p; odpowiednicgo
stupka reprezentuje procentowq liczbg sztuk zniszczonych w danym przedziale AN, . Wielo-

krotnie przy tym stwierdzono, ze rozktad ten zbliza si¢ do tzw. rozkladu normalnego
(Gaussa)

1 —(x-m)?/252

() = — e : )

=
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Rys. 17.6. Przyklad rozkladu czgstosci zniszczenia serii 57 sztuk prébek; stop Al-Zn

pod warunkiem, Ze jako zmienna x przyjac nie sama liczbe cykli N, lecz jej logarytm, czyli
x =logN. (b)

Parametrami okreslajacymi rozklad (a) jest warto§¢ Srednia m oraz odchytka standart-
dowa s. Ich znajomos$¢ umozliwia okreslenie prawdopodobienstwa, ze element przetrzyma
dana liczbe N cykli®®. BT

Z podanego opisu wynika, ze zjawisko zmeczenia jest uwarunkowane wiasnosciami
materiatu w skali molekularnej i mikroskopowej. Z tego powodu stosowan}/. dotychcz.as
z powodzeniem model ciata jednorodnego nie nadaje si¢ do stvyorzenia teo.r‘n zmeczenia.
Z drugiej strony fizyka ciata stalego, a w szczegdlnodel teoria dyslokacp', tlumz?c%acca
zjawiska wytrzymatosciowe od strony molekularnej, nie jest jeszcze dostateczn}e rozwml(;ta:
Stosowane w tej teorii wyidealizowane modele nie pozwalaja prawidlow'o 1nt.erpretowa(?
zjawisk, jakie zachodza w rzeczywistych materiatach przy %miem'ly.ch obque.mach. W te].
sytuacji wybieramy droge pdStempiryczna. Zachowujac mianowicie wszystkie przeslanl'a
mechaniki ciala jednorodnego, gromadzimy jednocze$nie fakty doswiadczalne, na 'podéta\we
ktérych formulujemy reguly umozliwiajace przeprowadzenie praktycznych obliczen. Jz?k
juz jednak wspomniano, obserwacje sa czgsto sprzeczne, wobec.czego ta.ka 'droga pot-
empiryczna nie ma logicznej zwartosci, a wyniki_ obliczenn sa niepewne i niedoktadne.

17.2. TloSciowe ujecie zjawisk zmeczenia

Rozpoczniemy od ustalenia parametréw okreslajacych cykl naprezenia. W przypadk.u
prostego rozciagania, gdy przebieg o (¢) jest sinusoidalny (rys. 17.7a), c.:ykl taki wyznafczaj.q
wartoéci maksymalnego G, 1 minimalnego n naprezenia. Ponle'waz ’Fworzeme sig
poslizgdbw, a w nastepstwie i pgknigcia, zalezy tylko od tych wartosct skrgjnych., przeto
sposéb przejécia migdzy kolejnymi wartosciami o/nax i 6,,;, nic ma znaczenia, o ile tylko

(1) Dalsze szczegdly podaja specjalistyczne monografie, na przyktad Z. Dylag, Z. Ortos, Wy-
trzymalo§é zmeczeniowa materialéw, Warszawa 1962, WNT.
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przejscie to jest monotoniczne. W tym ujeciu pokazane przyktadowo cykle spelniajace
warunek monotonicznosci (rys. 17.7b) sa réwnorzedne. Ponadto okazuje si¢ z do§wiadczen,
ze w duzym zakresie (1200 hercéw) predko$é zmian naprezenia nie ma istotnego wptywu.

a) f—r e b) .m
TANACTARI WA W
K S .

Rys. 17.7. Okreslenie parametréw cyklu naprezenia

Tak wigc w ustalonych warunkach pracy parametrami do oceny procesu zmeczenia sg
tylko wartosci 0., 1 0, cyklu.
Wprowadzajac wspolczynnik asymetrii cyklu

* = O-min/amax (171)
mozemy w rownorzedny sposdb opisaé cykl wartosciami o, 1 #. I tak jesli » = —1,
t0 Omin = —Omax- Cykl taki (rys. 17.8a) nazywamy symetrycznym i oznaczamy umownie

jako o_;, rozumiejac przy tym, Ze 0 = 0. Gdy % = 0, czyli gdy 6, = 0, wéwczas
cykl nazywamy pulsujgcym (rys. 17.8b) i oznaczamy go przez ¢,. Cykle o jednakowej
wartoéci %, a roznych o, nazywamy podobnymi.

b

Omax =0p

Omax=0

~Omin

Omin = = Onax

Rys. 17.8. Obraz cykli: symetrycznego i pulsujacych

Cykl napr¢Zzenia mozna réwniez przedstawié jako superpozycje stalego w czasie na-
prezenia Sredniego o, i cyklu symetrycznego o amplitudzie g, (rys. 17.7). Widaé przy
tym, ze

O = (Umax+amin)/2 s Oq = (amax_amin)/z . (172)

Punktem wyjécia analizy liczbowej sa ustalane do$wiadczalnie wlasno$ci zmeczeniowe
materialéw. Badania takie przeprowadzamy na specjalnie uksztaltowanych prébkach
przy uzyciu specjalnych maszyn realizujacych okre§lony typ cyklu, np. symetrycznego.
Dla przykladu, szeroko stosowana jest proba tzw. zmeczenia gictnoobrotowego realizo-
wana wedtug schematu z rys. 17.1. Rolg watka spelnia tu wymienna prébka o zmniejszonej
$rednicy w czgsci Srodkowej, ktéra przy danym schemacie obciazenia podlega czystemu
zginaniu. Przy badaniu danej prébki ustalamy warto$¢ oy,, i notujemy liczbe cykli N,

17.2. Tlociowe ujecie zjawisk zmeczenia 463

ktéra w tych warunkach spowoduje zniszczenie tej probki. Nastawiajac dla kolejnych
probek rozne wartosci O, otrzymujemy odpowiadajace im liczby N. Z danych tych
tworzymy wykres o (N), tzw. kizywa Wohlera (rys. 17.9), przy czym dla wigkszej jego
zwartoéci odcicte N dajemy z reguly w skali logarytmiczne;j.

dmu = 6—1 dmax =04
MPal | Al ||| stat konstrukeyjna 156 MPa. stop AL-In
. Rp=520 MPa N,
350 g o= probka nie pekta - 300RSI=
N LY
N MR
3001 250 PSSR
8 SMOINSIRESE~L ] 2|| =088
250 e 200 (TR TS~ L L p=090
- 5 i S =
| B =T J P=0,01)'}2‘--T‘“-~ TR
y 1 PR P=010 P=0,50
200{— o150
ol R 1
104 10° 108 107 108N 10° 108 10’ 108 10° N

Rys. 17.9. Typowa krzywa Wohlera dla stali  Rys. 17.10. Typowa krzywa Wohlera dla stopéw
Stal 15 G; Zmgczenie gigtno- obrotowe lekkich

Dla stali krzywa Wohlera sklada si¢ zasadniczo z dwéch prostych odcinkéw zlaczo-
nych krétkim krzywoliniowym przejéciem w zakresie Np = 0,6-1,0- 10%i No = 2--5-10°,
Pochyly odcinek AB okresla wartosci tzw. wytrzymalosci zmeczeniowej ograniczonej,
przy ktérej badana prébka ulega zniszczeniu po skoriczonej liczbie cykli. Rzedna Z po-
ziomego odcinka CD przedstawia tzw. wytrzymalo$é zmeczeniowq trwalq, czyli taka ekstre-
malng warto$é 0. danego typu cyklu, przy ktérej prébka moze bez pgknigeia wytrzymac
nieograniczong liczbe zmian naprezenia. Zaleznie przy tym od typu cykiu wprowadzamy
przy Z wskaznik x asymetrii cyklu, na przyklad Z_, dla cyklu symetrycznego, Zo dla
pulsujacego itd. Uwzgledniajac, ze poziomy odcinek CD zaczyna si¢ na pewno dlaN < 107,
te ostatnia warto§¢ przyjmuje si¢ jako praktyczne kryterium nieograniczonej trwalosci
prébki. Innymi stowy przyjmuje sig, ze probka, ktéra przetrzymata 107 zmian naprgzenia,
nie peknie w ogdle.

Dla stopéw lekkich krzywa Wohlera AB (rys. 17.10) jest monotonicznie opadajaca,
przy czym ze wzrostem N maleje takze gradient doy../d(log N). Dla celow praktycznych
ustala si¢ tzw. umownaq wytrzymalosé zmeczeniowq jako warto$¢ opay cyklu dla N = 108,

Jak juz wiemy w samej istocie procesu zmeczenia tkwi rozrzut trwatosci (rys. 17.6).
Z tego powodu dla wiarygodnego okreslenia zaleznosci om.,(N) potrzeba uzy¢ duzo
prébek (40--60) i wyniki opracowaé wedlug zasad statystyki. W rezultacie otrzymuje si¢
nie jedna krzywa Wohlera, jak 4B na rys. 17.10, lecz rodzing krzywych odpowiadajacych
danej wartoéci prawdopodobiefistwa zniszczenia P. Dla przyktadu, gdy om.x = 200 MPa
i P = 0,10, wowczas N ~ 6-10° (punkt C). Oznacza to, z¢ statystycznie biorac na 10 probek
jedna nie przetrzyma 6-10° zmian naprezenia. Na tymze poziomie 0y, punkt D na krzy-
wej P = 0,90 oznacza, Ze statystycznie biorac 907, probek nie przetrzyma N = 8-107
zmian naprezenia itd. Poniewaz taki sposob ujecia jest bardzo pracochtonny, usitowano
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zn:fllezc e.mpiryczne zalezno$ci miedzy wytrzymaloscia zmeczeniowa (trwata lub umowna)
a innymi Yviasnosmaml materialdw. Takie empiryczne wzory nalezy traktowaé z duza
ostroz'noscwc, gdyz otrzymano je w okreSlonych warunkach i dla wybranego rodzaju
materiatéw.

’Dla stali takg zaleznoscia migdzy trwala wytrzymatoécia Z_, przy rozcigganiu a do-
razna wytrzymatoscia R, jest

Z_,~04+-05R,. (a)

Dla stop(’).w aluminiowych podobna zalezno$cia miedzy ograniczong wytrzymatoscia o_,
przy rozciaganiu a R, (w MPa) jest 2

0-1/Ry = [350+(85y*/R,)]/(350 +4*), (b)
gdzie y = log,, N — czyli logarytm liczby zmian az do zniszczenia.

. Badani.a zmeczeniowych wlasnosci materialéw obejmuja takze przypadki dziatania
w1elowyrr.11arowego stanu naprezen zmiennych, z ktérych szczegélne znaczenie ma stan
dwuwymlgrowy, 'panujqcy na swobodnej powierzchni ciata, a wiec tam, gdzie z reguly
zaczyr'la ,SIQ p.kaQcie zmeczeniowe. Jesli ograniczyé si¢ na razie do przypadku, gdy cykle
napr?zen g, 1 0, 83 symetryczne i synchroniczne bez przesunigcia fazowego (rys. 17.11),
to w.1e1e nowszych badan wskazuje, ze kryterium okreslajace trwalq wytrzymalo$é zme-
czeniowq takiego dwuwymiarowego stanu jest identyczne z kryterium statycznego wytezenid
materialu wedlug hipotezy Hubera. Innymi stowy, jesli wzia¢ dwa rézne stany dwuwymia-
rowe o amplitudach o,, i 0,, oraz 6,, i 6,, i obliczy¢ wedlug wzoru (8.6a)

e 2 % 25) W
Ored = ‘/ala_o-laO-Zn_l'o-Za » Ored = ‘/Ula—ola62a+6‘%a s
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Rys. 17.11. Analiza zmeczenia w symetrycznym cyklu dwuwymiarowego stanu naprezenia
to te dwa rézne stany sa jednakowo bezpieczne, gdy

Ored = Oreq - (C)
Jesli jako jeden z por.éwnywanych stanow przyjac proste rozciaganie, dla ktorego Z_, jest
trvs{alq wytrzy.malosma zmeczeniowg cyklu symetrycznego, to z wzoru (c) wynika kry-
terium trwalej wytrzymatosci zmeczeniowej stanu napreZenia o, o, jako

0la—014020+0%a =22, (17.3)
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Wynikowi temu mozna nadac t¢ sama interpretacje wykreslna jak na tys. 8.10. Rysujac
w ukladzie wspétrzednych oy, 0, punkty A4, B, C, D, odpowiadajace symetrycznemu
cyklowi jednoosiowego stanu, prowadzimy przez nie elipse okreslona wzorem (17.3).
Jest jasne, ze stany dwuwymiarowe, okre§lone punktami mieszczacymi sie wewnatrz
elipsy lub lezacymi na niej, sa bezpieczniejsze lub tak samo bezpieczne jak stan Z_;, a wigc
reprezentujg nieograniczona trwatosé.

Bezposrednie wykorzystanie zaleznosci (17.3) pokazemy na przyktadzie symetrycznego

cyklu czystego $cinania, w ktérym zawsze jak wiemy, gtowne naprezenia ¢; = —0z = T.
Biorac zatem amplitudy tego stanu 0,4 = —02: = Ta mamy z (17.3)
32 =72, lub 1,=Zy/3 =058Z, ()

jako trwala wytrzymalos¢ zmeczeniowq Ty = T, PIzZy $cinaniu. Wynik ten potwierdzaja
liczne doswiadczenia.

Wykresiny obraz zaleznosci (17.3) daje takze moznos¢ badania bezpieczenstwa w przy-
padkach, gdy symetryczne i synchroniczne cykle o, i 0, sa przesunigte w fazie. Biorac
przyktadowo przesunigcie fazy o n/2 oraz g, = 0, czyli

o, =0,5inwt, 0, =0,8n [wt+(r[2)] = o4c08 W1,

otrzymujemy po wyrugowaniu ¢ koto o2 +0> = o2 Wrysowujac to koto na obraz elipsy
(rys. 17.11) widzimy, iz przy wzroicie g, zetknie si¢ ono z elipsa W punktach E i F odpo-
wiadajacych czystemu $cinaniu. Wynika stad, ze trwala wytrzymatos¢ badanego stanu
jest o_y = Zl/,/ZT.

Podobnie mozemy badaé bardziej ztozone przypadki, gdy symetryczne eykle o, 1 0,
sa asynchroniczne, np.

6, =0,5nwt, 0,= 04,510 2001,

ktérych obraz w ukladzie 0,4, 02, daje znane z fizyki tzw. figury Lissajous. Kryterium bez-
pieczeristwa zostaje Lo samo, a mianowicie figura taka musi sig miesci¢ w polu elipsy (17.3)-

Ostatnia kwestia wymagajaca omowienia jest wplyw stafego $redniego naprezenia oy,
na wytrzymatosé zmeczeniowa trwala. Z licznych badan okazuje si¢, Ze przy rozciaganiu
nalozenie dodatniego ¢, (rozcigganie) na cykl symetryczny zmniejsza warto$¢ ampli-
tudy o,, odpowiadajaca nieograniczonej trwatosci, nalozenie natomiast ujemnego Oy
(Sciskanie) zwigksza t¢ warto$C o,. Fakty te ilustruje tzw. wykres Haigha (rys. 17.12),
w ktérym odcigtymi sa wartosci oy, rzednymi ¢, odpowiadajace nicograniczonej trwatosc.
Punkt A4, dla ktérego o, = 0, przedstawia cykl symetryczny i wtedy ¢, = Z_,. Punkty Bi C
przeciecia wykresu dwusiecznymi OB i OC odpowiadaja cyklom pulsujgeym: dodatniemu
i ujemnemu, dla ktérych |a,,| = g, (rys. 17.8b). Wreszeie gdy @, = 0, $rednie stale na-
prezenie jest réwne doraznej wytrzymatosci materiatut?, czyli o, = Ry.

Z uwagi na trudnosci eksperymentalne upraszczamy wykres Haigha zastgpujac odcinek
krzywej CAB prosta przechodzaca przez punkty 4 (0; Z_,) i B [(Zo/2); (Z,/2)]. Dodatko-

(1) §cidle biorac wartosé o, odpowiadajaca amplitudzie o, = 0 jest tzw. wytrzymalosciq statycznq
trwalq Oiwate, CZyli taka wartoécia statycznego naprezenia, ktéra material moze wyltrzymaé nieogra-
niczenie diugo. Dla metali w warunkach normalnych, a dla stali w zakresie temperatury do 300°C
jest Giwate = R -

30 Wytrzymatosé materiatow
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Ivlvﬁlzﬁr;leogranlc'zen.iem jest warunek, aby nie bylo trwatych odksztalcet, czyli zeby maksy-
Naprezenie o, = g, +09, bylo nic wigksze od granicy plastycznosci materiatu

tatwo sprawdzié, Ze ten ostatni S
> atni warunek o
(Re: 0). nek opisuje prosta DE, przechodzaca przez punkt E

Rys. 17.12. Wykres Haigha

Rys. 17.13. Tlustracja kryterium (17.4)

W przype UWY M
<o P ypadku dwuwymiarowego stanu, gdy cykle naprezen o,, 0, sa niesymetrycz
ryterium trwalej wytrzymalosci iowej j j ’ o
osci zmeczeniowej jest, jak do Swi
yma , wodzg nowsze doswic i
podobne do (17.3) a mianowicie i

1/0'1” — 014 0-2a+a§a = Z—l _X(Ulnl+o'2m) ’ (174)

dzie 2 ¢ itudami $ i

\gvs él:z“,, 0712 sa amplitudami, a o, 6;, — $rednimi warto$ciami naprezen g4, 0,. Staly

Su.pc ynTn / iat\f»o \vyznac.zyc, jesli znamy trwatg wytrzymato$é zmeczeniowa _Z pul-

' ja €go rozciggania. W takim bowiem przypadku o,, = ¢, = Z /2 = y

- (174) Aty a 1m 0/4; 024 = Opp = 0
e 1 =2(Z_4|Zo)—1. (17.5)

k , . . : r a c o ]
N Oyrzrz(siln‘a.1ntelpretaqd zalezno® i (17.4) pokazana na rys. 17.13 jest bardzo podobna
o Ifl p 1 niej z rys. 17.11, z tym “e wspélrzedne 6, = 6,~0,,16, = 0,—0 okreslaja
ol ) - i ) it =1 7l 2 = 2

e ch eIV\t/ gto.sm 0, 1 05, lecz tylko te ich czgsci, ktdre zostaja po wydzieler:iu statych

(11;, 5 ;:iy ; mj—me tych ()Stfygh naprezer przejawia sig¢ proporcjonalnym skurczeniem elipsy
.3), 1m0, > 0, badz jej ,,spuchnieciem”, gdy o 1

to A . . i ) s y 1m+02m < 0 JeSh [ +a a 03
nalozenie stalych naprezed na cykl syme ‘ryczny nie€ ma znaczenia. Taﬁi‘prz;;;adek

h y
« g manit S na y y 4
Z11 Y
Zac ()le er btl 1€ CZ Ste O SC ¢l a, esli SV1 letlyC C kl (0] alllplltulee ta IlﬁlOZ C

m-
Stosowalnosé ‘u (17.4 i i

2 pel '\/\./ZOILI (17.4) podlega ograniczeniu. Jednym z nich jest ograniczenie
resu zmiennosci o, + 75, do przedziatu

-
Urcd,m ~ Rg 5

gdzie o =y z

g ) = o —0 s N P M -

o rscldeé, ; v n—C1m Oap+ 0oy naprezenie zredukowane odpowiadajace napre
I " - . . . 3

et m o(i,,,, 02,. Drugim, stabszym nieco ograniczeniem jest, aby materiat byt

nie jednor ¢ g i 1a zeli , ‘
i (17Q4) _]1 : odny., W’dr.unl\u tego nie spefnia zeliwo szare i dla niego kryterium (17.3)
.4) nalezy traktowa¢ jako informacje orientacyjna. .

— e -

S —— A T K
A — s ——————

17.2. Ilosciowe ujecie zjawisk zmgczenia 467

Zadania

1. Prosty pret z materiatu, dla ktorego 7, = 140 MPa, Z, = 220 MPa, R. = 240 MPa, podle-
ga zmiennemu rozciaganiu, przy czym parametry eyklu gy = 40 MPa, 0 — 160 MPa, Czy
w tych warunkach pret nie peknie nigdy, a jesli nie, to jaki jest wspolezynnik bezpieczenstwa ?

Rozwiazanie. Z danych zadania rysujemy, jak opisano poprzednio, uproszezony wykres Haigha
ztozony z prostej CABD i DE (rys. 17.14). Ponadto wyznaczamy punkt M, kiorego wspolrzedne

a, = (160 -40)/2 = 60 MPa, 0. = 160 —(—40)/2 = 100 MPa

odpowiadaja warunkom pracy preta. Poniewaz punkt M lezy ponizej rzednych wykresu, zatem warun-
ki jego pracy sa lagodniejsze niz odpowiadajace punktom wykresu, a wiec pret ma trwatosé nicogra-
niczona. Aby z kolei okreslic wspotezynnik bezpieczenistva na zmeczenie, zauwazmy, z¢ proporcjonal-
odpowiada na wykresie Haigha wedrowka punktu M po promieniu OM.

nemu Wzrostowi Oupae 1 Fmin
api¢ peknigcie zmeczeniowe, okresla punkt N,

Stan graniczny, po ktorego przekroczeniu moze nast
a stosunck ON:OM =~ 1,2 jest wartoscia szukanego wspolczynnika bezpicczenstwa n..

a, (3
a _ Mch
200

q B(110; 110)
/\/1\\ Lo
/ N N
E'(240;0)7 (60;100) ", £ (240;0)
i L3
\-/I i ] 3 / 1 45{‘ N
-200 100 ol 100 200 oy MPa
F-200

Rys. 17.14. Uproszczony wykres Haigha do zadania 112 Rys. 17.15. Do zadania 4

2. Yak zmieni si¢ wynik zadania 1, jesli parametry cyklu sa Omin = — 160 MPa, 0. = 40 MPa?
Odp. n; — ON,:OM, = 1,7. Wzrost, wartosci n- (tumaczy sie odmiennym niz przy rozciaganiu
procesem rozszerzania sig mikropeknigé. Te ostatnie powstaja, jak przy rozciaganiu, w wyniku posli-
zgbw, dalszy ich jednak wzrost jest blokowany, gdyz na czole peknigcia nie ma tendencji do ,,xoz-

dzierania si¢”” materiatu.
3. W materiale (stal St5), dla ktorego Z_, = 180 MPa, dziata dwuwymiarowy stan naprezenia,
w ktérym o, = 80sin ot MPa, ¢, = 160 sin ot MPa. Okreslic wartos¢ wspolezynnika bezpieczen-

stwa na zmeczenie dla nieograniczonej trwatosci.
Odp. Podstawiajac w (17.3) 010 = G2,/2 Mmamy o, = 208 MPa jako nieprzekraczalna wartosc
amplitudy o, skad wspbtczynnik bezpieczefnstwa n: = 208/160 = 1,3.
4. Jak zmieni si¢ wynik zadania 3, jesli sktadowe naprezenie o, jest przesunigte w fazie o /2 wzgle-

dem 0,7

Odp. Po wyrugowaniu f z zaleznosci
(rys. 17.15) elipse I mieszczaca sie w elipsic I7 obrazujace]j z
nieograniczona. Malgje natomiast wspolezynnik bezpieczefistwa do ¢
oy 1 0, elipsy I i II sa styezne.

5, Pret o $rednicy d = 2 ¢m jest rozciagany stal
momentem o amplitudzie M = 60 Nm. Okresli¢ wspo
runku nieograniczongj trwalosci, jesli dla materialu Z_; = 130 MPa, Z, = 120 MPa.

Rozwiazanie. W najniebezpieczniejszym punkcie przekroju dzialaja: naprezenie normalne o =
= 4N/jrd? = 64 MPa = const i sinusoidalnie zmienne w czasie naprezenie styczne o amplitudzie
7, = MJ/W, ~ 38 MPa. Zauwazmy, 7e w odréznieniu od analizowanych ogdlnie przypadkow (rys. 17.11),

— 80 sin mr i 0, = 160 cos ot otrzymujemy na wykresie
aleznodé (17.3), a wiec trwaltoéé pozostaje
. ~ 1,1, bo przy takim wzroscie

a sita N = 20 kN i skrecany sinusoidalnie zmiennym
tczynnik bezpieczenstwa na zmeczenie przy wa-

30°
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haprezenia gléwne zmieniaja tu nie tylko wartosci, lecz i orientacje w stosunku do ciata, W takim przy-
padku utarlo sie rozdzielaé staty czlon stanu naprezenia od zmiennego czlonu i dla kazdego z nich
oddzielnie okresla¢ naprezenia glowne @y, 03, oraz oy, 65, a nastepnie stosowaé kryterium (17.4).
W badanym tu przypadku mamy

Oin=0=064 MPa, ¢,,=0, o= —02s = 7, = 38 MPa
iz wzoru (17.4) dla 7% = 2(130/240)—1 =~ 0,24 widzimy, ze

T V/3 = 66 MPa < [Z_,— (6, +02,)] = 130—0,24 5 = 115 MPa,

a wigc badany pret ma nieograniczona trwalos¢, Aby okreslié wspolczynnik bezpieczenstwa n,, za-
uwazmy, ze przy n.-krotmym wzroscie obcigzenia zwickszone wartosci n:T, i n,0 zamieniaja powyzsza
nieréwnos¢ w réwnanie

Tonm V3 =Z —gon. Iub 66 = 130—0,24-64 n,,
skad n. ~ 1,6.

6. Jak zmieni sie¢ wynik zadania 5, jesli sita rozciagajaca jest sinusoidalnie zmienna z ta sama czg-
stoscia co i moment ?

Odp. Z wzoru (17.3) mamy V' a? + 312 = 92 MPa i n, — 130/92 ~ 1,4.

17.3. Wplyw spietrzenia naprezen
na wytrzymalo$¢ zmeczeniowa
)

Z opisanych w art. 17.2 faktow wynika, Zze im wicksze sg makroskopowe naprezenia,
tj. naprezenia okreslone przy zatoZeniu jednorodnosci materiatu, tym predzej zachodzi
peknigcie zmeczeniowe., Gdy taki stan naprezenia jest jednorodny, wszystkie fragmenty
danego obiektu (elementu maszyny) sa réwnoprawne. Miejsce pekniecia jest wtedy cal-
kowicie przypadkowe, zalezy bowiem od defektéw ziarna lub grupy ziaren. Gdy makro-
skopowy stan naprezenia jest niejednorodny, peknigeie rozpocznie si¢ w tym fragmencie,
gdzie wartosci naprezer sa najwigksze, nawet wtedy, gdy ten fragment jest bardzo nie-
wielki w pordwnaniu z calym elementem. Ten stwierdzony do$wiadczalnie fakt stanowi
istotna réznice miedzy dzialaniem obcigzenia stalego a dziataniem obciazenia zmiennego.
W pierwszym przypadku w takim wyréznionym fragmencie nastepuje przy wzroscie
obciazenia lokalne plyniecie materiatu wyréwnujace rozklad naprezen do poziomu, jaki
panuje w innych ,,zdrowych” fragmentach. Powstajace przy tym poslizgi w ziarnach
powodujg jedynie lepsze ,,dopasowanie si¢” mikrostruktury do przenoszenia danego
obciazenia i nie stanowia zadnego niebezpieczenstwa. Inna Jest sytuacja przy obcigZeniach
zmiennych. W wyréznionym fragmencie, nawet malym na skale makroskopowa, -istnieje
zawsze dostateczna liczba stabszych ziaren, od ktérych rozpoczyna si¢ pekniecie majace
tendencje cigglego wzrostu, jak to opisano w art, 17.1. W odréznieniu zatem od analizy
statycznej, w analizie zmeczenia rzeczywistych obiektdw nalezy zwrdcié specjalna uwage
nie tylko na calo$é elementu, lecz i na drobne jego fragmenty.

Takimi niezauwazanymi dotad fragmentami sa karby, czyli raptowne zmiany przekroju,
otwory itp., oraz miejsca wprowadzenia skupionych sif. Jak dowodzg teoria sprezystosci
i pomiary, w miejscach takich zachodzi lokalny wzrost naprezen, a ich wartosci moga by¢
kilka razy wigksze niz tzw. wartosci nominalne, obliczone jak gdyby karbu nie byto.
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Wezmy dla przykladu rozciagany plaskownik ostabiony matym otworem (rys. 17.16).
Gdyby otworu nie bylo, naprezenia mialyby warto$¢ nominalna

Gnom = PJA = P[b5. ()

grubosc &
Opom G la / Tnom

Wal &
2 Tnom Unnm
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f
:
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I Oy /o',,z,,,

@ 0 1 2 3 6y /Onom

Rys. 17.16. Koncentracja naprezen w rozcigganym plaskowniku

Jezeli otwdr istnieje, to jak wynika z teorii sprezystosci, stan naprezenia w przekroju a-a
jest dwuwymiarowy. Naprezenia

0% = Onom[ 1 +(212y?) +(Br*12yM], 0, = (B0m/2)[(/3)* = (/y)*]

maja przebieg podany na rysunku. Wida¢, ze w .miar¢ wzrostu y, tj..odlegloéci od osl
otworu, naprezenie g, spada szybko do wartosci g,,,n,, a 0, = 0. Niebezpieczne sa punkty B
na krawedzi otworu, gdzie

(ox)mux = 3Gnom s gy = 0. (b)

Podobne zjawisko lokalnego wzrostu wartosci, tzw. spiefrzenia naprezen, obs.erwujem')f
w wielu innych przypadkach, jak zginanie stopniowanego.wam (rys. 17.17a), gdzilfa Yvartosc
szczytu naprezen zalezy przede wszystkim od promienia r zaokraglenia przejscia. Tak
samo przy skrecaniu watu oslabionego poprzecznym otworem (rys. 17.17b) szczytowe

Rys. 17.17. Przyklady spigtrzenia naprezen
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naprezenia normalne wystepuja w punktach 4 i B na krawedzi. Gdy otwodr jest maly,
ich wartosci sa cztery razy wigksze od nominalnej wartosci

Tnom = MS/WT (c)

obliczonej dla preta bez otworu. Réwniez w potaczeniach wciskanych (rys. 17.17¢) pojawia
sie na koncu tulei i watka spigtrzenie naciskow p.

Poniewaz dzialanie karbu ma charakter lokalny, naprezenia w otoczeniu karbow
nazywamy lokalnymi. Ich wskaznikiem jest tzw. teoretyczny wspdlczynnik spigtrzenia
(koncentracji) naprezeh

kt = O'max/o'nom lub Et = Tmax/Tnom ) (176)

gdzie 0,4 lub 7., — warto§¢ maksymalna naprezenia lokalnego. Warto$¢ naprezenid
nominalnego .., okreslamy, powodujac si¢ prostota obliczer, w sposéb umowny, ktory
‘wobec tego trzeba kazdorazowo zdefiniowaé. I tak w przyktadzie (rys. 17.16) poza de-
finicja (a) mozna okre$laé .., jako

anom=P/An—a=P/(b_2r)6> (d)

przy czym takiej umowie odpowiadaja inne niz przedtem wartosci k,. Podobnie dla zgi-
nanego watu (rys. 17.17a) przy definicji

Onom = My/(W)a—a  lub  Ouom = M,[(W,)5-5 (e)
nalezy wyraZnie wskazac definicje wybrana.

Definicja (17.6) wspéSlczynnika k, wystarcza, gdy badany element jest plaski, wtedy
bowiem o,,,, Wystepuje na swobodnej krawedzi, gdzie panuje jednowymiarowy stan na-
prezenia. Inaczej jest w przypadku watka (rys. 17.17a). Niebezpieczny jest tu tez punkt
na swobodnej powierzchni, ale stan naprezenia jest dwuwymiarowy, gdyz walek jest

tworem przestrzennym. W takich przypadkach prawidtowy, lecz niestety malo zbadany,
jest wspolczynnik

IE; = Ored max/anom > (177)

gdzie 0,cq max — maksymalne zredukowane napreZenie lokalne.

Wartoéci k, lub k; sa znane dla wielu typowych ksztaltow. Zazwyczaj podaje si¢ je
w postaci wykreséw jak na rys. 17.18 okreslajacym k, dla stopniowanego walka przy
rozciaganiu, zginaniu lub skrecaniu. Jak widaé, wspélczynnik k; jest tu funkcja bezwy-
miarowego promienia r/d i stosunku D/d.

Wspélczynnik k, okre§la sie przy zalozeniu sprezysto$ci i jednorodnosdci materiatu,
Nie mozna przeto z gory stwierdzié, ze przedstawia on wplyw spigtrzenia naprezen na
wytrzymato$§¢, ktérej mechanizm jest zwigzany z wlasciwosciami plastycznymi i mikro-
strukturag materialu oraz rodzajem obciazenia. Wplyw ten ujmujemy tzw. efektywnym
wspélczynnikiem spigtrzenia k, odmiennym od k,, przy czym wskaznik » identyczny z wspét-
czynnikiem asymetrii cyklu (wzdr 17.1), charakteryzuje rodzaj obciazenia.

Przy statym obciazeniu, gdy » = 1, wspélczynnik k, = k,, definiujemy jako

I—€+1 - slatyczne ﬂbui.qi.e-lli.c n'{szuzqcc clement bez _kﬂ_!'bL_l_,
statyczne obeiazenie niszezace element z karbem

(17.8)

Imax=KtOnom

nom-Hf
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Rys. 17.18. Teoretyczny wspolczynnik spietrzenia naprezen dla petnego stopniowanego watu
Zrédlo: Royal Aeronautical Society Data Sheets 69021, 1969,
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Dla materialéw plastycznych i nie za glgbokich karbow wplyw lokalnych naprezen na
warto$¢ obcigzenia niszczacego jest bez znaczenia, zachodzi bowiem opisane poprzednio
lokalne uplastycznienie. Tak na przyktad sita P, rozrywajaca plaskownik (rys. 17.16)
Pu — Rm(b _2’) 0

jest rowna sile rozrywajacej gladki ptaskownik o tym samym przekroju ,,netto”. Tak
wigc przy podanych ograniczeniach mozna przyjac, ze dla materiatow plastycznych

foq =1,
Dla materiatéow kruchych, jak pokazuja do$wiadczenia, wartosé
kii~k,.

Wyjatek stanowi szare zeliwo, dla ktérego k., = 1. Przyczyna tego jest struktura zeliwa,
w ktodrej rozsiane platki grafitu sa tak silnymi ogniskami spietrzenia naprezen, ze wszystkie
inne konstrukcyjne spietrzenia, spowodowane otworami, odsadzeniami itp. nie maja
zadnego znaczenia.

Przy symetrycznym cyklu naprgzen, gdy » = — 1, wspdlczynnik k,, = k , definiujemy,
jak nastepuje:

k.=2_,/Z_,,, (17.9)

gdzie Z_, — trwala wytrzymato§¢ zmeczeniowa elementu gladkiego, a Z ;— trwala
wytrzymalo$¢ zmeczeniowa okreslona jako nominalne naprgzenie elementu z karbem.

W nauce o zmgczeniu panowal dawniej poglqd, ze wspélczynnik k_, jest zawsze mniejszy
od k,. Powodem tego bylo, ze dane o zmeczeniu uzyskiwano niemal wylacznie z probek
o matych wymiarach wykonanych na ogdt z migkkich materiatéw. Ponadto dawne war-
tosci k, okreslano niedoktadnie. W wyniku wielu nowszych badan panuje obecnie poglad,
ze dla stali i stopéw aluminium warto$é

1&g 22 Iy,

pod warunkiem, ze promien krzywizny r dna karbu nie jest zbyt maly. Jako graniczne
wartosci przyjmuje si¢ dla stali » = 12 mum, dla stopéw Al jest r = 3-=4 mm. Sens tego
warunku stanie si¢ jasny, jesli zwazyé, ze promief r jest parametrem majacym istotny
wplyw na wielko§¢ obszaru, w ktérym wystgpuje spigtrzenie naprezen (por. rys. 17.16).
Gdy r jest male, wymiary tego obszaru sg poréwnywalne z wymiarami ziarna i obliczona
teoretycznie warto§¢ k, traci sens. W przypadku takich ostrych karbéw wartosci k_,
wyznacza si¢ do§wiadczalnie. Utarlo si¢ przy tym, ze wyniki podaje sie w postaci

k_y = 1+nk —1), (17.10)

gdzie n, — tzw. wspdlezynnik wrazliwosci materialu na dzialanie karbu jest funkcja r oraz
rodzaju obcigzenia (rozcigganie, skrecanie itp.). Wykresy #,(r) przy rozcigganiu i zginaniu
dla stali i stopéw Al z zaznaczonym pasmem rozrzutéw podaje rys. 17.19. Dla zeliwa
szarego warto$¢ i, ~ 0 1 k_; ~ 1 jak poprzednio.

Przy obliczeniach wytrzymatosci zmeczeniowej istnienie naprezeti lokalnych uwzglednia
si¢ zwigkszajac odpowiednio k,; i k_; razy nominalne wartosci $rednich naprezed g,
i amplitud ¢,. Tak zwigkszone wartosci wykorzystujemy na wykresiec Haigha, badZ w kry-
teriach (17.3) lub (17.4). Na ogét przy tym przyjmuje si¢ k,; = 1.

17.3. Wplyw spietrzenia naprezen na wytrzymatosé zmeczeniowa 473
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Rys. 17.19. Wspbtczynnik 7,(r) wrazliwosci na dzialanie karbu

Redukcja szkodliwego wplywu, jaki wywiera spigtrzenie naprezen na wytrzymato$¢
zmeczeniowa, wymaga uczulenia konstruktora na prawidiowe ksztattowanie szczegotdw.
Tak wiec nalezy unika¢ ostrych zmian przekroju, w nieuniknionych wewnetrznych katach
stosowaé mozliwie duze promienie zaokraglenia lub nawet ciagta zZmian¢ promienia
krzywizny, otwory umiejscawia¢ w strefach malych naprezen itp. Gdy z braku miejsca
nie mozna daé zaokraglenia o duzym promieniu, np. gdy czotowa p bwierzchnia odsa-
dzenia ma byé oporowa, stosuje si¢ tzw. karby odciqzajqce redukujace spigtrzenie naprezen
(rys. 17.20a). Podobne chwyty stosujemy we wspomnianych poprzednio potaczeniach
skurczowych (rys. 17.20b). SzczegSlowe omdwienie oraz analiza ilosciowa tych zagadnien
jest przedmiotem wyktadow czeSci maszyn.

Rys. 17.20. Przyklady redukcji spietrzenia naprezen
I — wtoczenie si¢ w grubsza czes¢ wata i karb odciazajacy A w tejze czgéci; IT — podtoczenie ciefiszej czgsci zwigksza promien
zaokraglenia i lugodzi spietrzenie naciskéw piasty na wal; JII — odcigzajace karby 4 po obydwoch stronach pierscienia ustala-
jacego lozysko, zingodzenie spigtrzenia naciskéw pierscienia tozyska na wal; IF — zaokraglenie lagodzi spigtrzenie naciskow na
krawedzi; ¥ — karb odciazajacy w piascie; VI — inny wariant rozwiazania V.

17.4. Wplyw stanu powierzchni i wielkoSci elementu

Jak juz wiadomo, pgkniecie zmeczeniowe zaczyna sig z reguly na powierzchni elementu,
wobec czego stan tej powierzchni ma istotne znaczenie w przebiegu procesu Zmeczenia.
W zagadnieniu tym wystepuje réwnolegle kilka czynnikdw. Pierwszym z nich jest gtadkosé
powierzchni, albowiem istniejace na powierzchni $lady obrobki mechanicznej dzialaja
jak mikrokarby; zatem im powierzchnia jest bardziej gladka, tym wytrzymalosé zme-
czeniowa jest wigksza. Wplyw ten bedzie tym wyrazniejszy, im material jest bardziej
wrazliwy na dziatanie karbu. Dla stali wrazliwo$¢ ta ro$nie wraz z wytrzymaloécia dorazna
(rys. 17.19).
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Od strony ilosciowej wplyw gladkosci powierzchni uwzglednia si¢ wspdlczynnikiem
Jakosci powierzchni

Vo=Z-1p/Z 4, (17.11)

gdzie Z_;, — wytrzymato$¢ zmeczeniowa probki o gladkosci odpowiadajacej badanemu
elementowi, Z_; — wytrzymalo§¢ zmgczeniowa probki o umownej gladkosci zazwyczaj
odpowiadajacej dokladnemu szlifowaniu i polerowaniu.

Orientacyjne wartosci , w funkcji wytrzymatoéci doraznej R,, daje dla stali wykres
(rys. 17.21). Wykorzystanie tych informacji w obliczeniach polega na zwickszeniu rzeczy-
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Rys. 17.21. Wspélczynnik jako$ci powierzchni y,(R,) dla stali

Stan powierzchni: I — szlifowanie, 2 — staranne toczenie, 3 — zgrubne toczenie, 4 — z naskérkiem walcowanym, 5 — trawienie
woda wodociagowa, 6 — trawienie woda morska; /s, — $rednia wysoko$é nieréwnosci.

wistych amplitud ¢, cyklu do wartosci a,/y,, przy pozostawieniu nie zmienionych $rednich
wartosci o, na ktére gladko$¢ powierzchni nie ma wplywu. Niezaleznie od tego widaé
istotng korzys¢, jaka daje zwigkszenie gtadkosci powierzchni szczegdlnie dla stali o wy-
sokiej wytrzymalosci doraZnej. Jest przy tym zrozumiale, ze o dobra gladkos§é nalezy
dba¢ specjalnie w miejscach spigtrzenia naprezen. Réwnie wazng informacje o roli pokry¢
antykorozyjnych i nalezytej konserwacji maszyn daja krzywe 5 i 6.

Wytrzymato$¢ zmeczeniowa mozna znacznie (do 50%) zwiekszyé przez wytworzenie
napreZen Sciskajacych w warstwie wierzchniej elementu. Cel ten mozna osiagnaé metodami
czysto mechanicznymi lub przez obrébke cieplno-chemiczna. Do pierwszych nalezg takie
sposoby jak mlotkowanie, rolkowanie badZ kulkowanie. Wszystkie one sprowadzaja si¢
do wywolania trwatych odksztalceri warstwy wierzchniej, na skutek czego ma ona tendencije
rozszerzania si¢ w kierunku stycznym do powierzchni. Ta tendencja jest skrepowana
przez material wngtrza, w rezultacie czego powstaje $ciskanie warstwy powierzchniowe;.
Dzigki takiemu zabiegowi mozna osiagnaé na przyklad to, ze element kuty i poddany
kulkowaniu ma wytrzymalo$¢ zmeczeniowa taka jak tenze element obrobiony mecha-
nicznie i polerowany. Jeszcze lepsze efekty w odniesieniu do stali daje obrébka cieplna
badz cieplno-chemiczna. Celem pierwszej jest wytworzenie struktury martenzytycznej
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w warstwie wierzchniej. Jak wiadomo, rozpadowi austenitu na martenzyt towarzyszy
wzrost objetosci. Jesli taka przemiana zachodzi tylko w warstwie wierzchniej, to sytuac.jg
jest jak opisana poprzednio, a mianowicie tendencji rozszerzania Si¢ warstwy wi'erzchnlej
przeciwstawia si¢ rdzef i w rezultacie mamy w niej pozadane naprezenia Sciskajace. Do-
datkowym dodatnim czynnikiem jest, Ze przemiana martenzytyczna polepsza wytrzymaloé.c'.
Bez wytworzenia jednak $ciskajacych naprezeri sama ulepszona warstwa tatwo kruszy si¢
i odpryskuje nie dajac zadnego zysku na wytrzymatoéci zmeczeniowej. Podobne efekty
daje obrébka cieplno-chemiczna, jak naweglanie i azotowanie, ‘
Poza stanem powierzchni jeszcze jednym czynnikiem, ktéry nalezy uwzgledniaé w Obl.l-
czeniach wytrzymalo$ci zmeczeniowej elementu, jest tzw. wplyw wielkosci. Z doswiadczenia
okazuje sie, ze wlasnosci zmgczeniowe wigkszych elementéw sa gorsze niz mni.ejszych
geometrycznie podobnych. Fakt ten objasnia si¢ wplywem proceséw technologicznych
i wplywem rozkladu naprezen. Odnosnie do pierwszego trzeba zauwazy¢, ze w elemen'tach
kutych lub walcowanych wlasnoéci mechaniczne polepszaja si¢ ze wzrostem zgniotu.
Zgniot ten jest zwykle wigkszy w elementach mniejszych. Odnosénie do drugiego wplywu,
jesli przyjaé, ze defekty struktury sa, statystycznie biorac, réwnomiernie rozsiane w dayyxp
materiale, a ich gesto$é niezalezna od objgtosei, to prawdopodobienstwo wystapienia
pekniecia zmeczeniowego jest wigksze w wigkszym elemencie. Wida¢ to z rys. 17.22, na
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Rys. 17.23. Wspélczynnik wielkosci o, dla stali
1 — stale konstrukeyjne weglowe bez spietrzenia naprezen; 2 — stale
stopowe (R,, ~= 1200 MPa) bez spiqﬁ'zenia naprgzefi i stale weglowe
z umjarkowanym spigtrzeniem; 3 — stale stopowe przy umiarkowa-
nym spietrzeniu naprezen; 4 — stale przy bardzo silnym spigtrzeniu,

Rys. 17.22. Wplyw wiel-
koéci na warunki pracy

ktérym podano dwa rézne zginane walki, ktérych naprezenia 0n,, sa réwne. Z dwéch
jednakowych kostek 4 i B w warunkach gorszych znajduje si¢ kostka 4 wigkszego watka,
gdyz ma wieksza usredniona warto$¢ naprezen.
Wplyw wielkosci opisujemy tzw. wspdlczynnikiem wielkosci
Yo =2Z-1./Z-1, (17.12)

gdzie Z_,, — wytrzymalo$§¢ zmeczeniowa elementu, a Z_; — wytrzymato$¢ standardowej
prébki. Z reguly wymiar poprzeczny probki jest rzedu 712 mm. Zaklada sig takZet
ze stan powierzchni prébki i elementu jest taki sam. Orientacyjne wartoéci p,, dla stali
podaje rys. 17.23. Wspdlczynnik ten stosujemy w podobny sposéb jak poprzedni wspol-
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czynnik y,, a mianowicie zamiast rzeczywistej wartosci amplitudy o, bierzemy &,/¥. Yo,
zostawiajac nie zmieniona warto$¢ o,,.

17.5. Uwagi koncowe

Fakty przedstawione w art. 17.3 1 17.4 nalezy uwzgledni¢ przy ocenie bezpieczenstwa
elementu przez odpowiednie zwigkszenie nominalnych parametréw cyklu g, 1 6,,. W przy-
padku jednowymiarowego stanu napreZenia daje to obliczeniowe parametry cyklu o war-
tosciach

(% k+1 s Oq k_I/’IPp’lpw . . (1713)

Nanoszac te wartosci na wykresie Haigha, jak w zadaniu 1 art. 17.2, otrzymujemy punkt M
(rys. 17.14) reprezentujacy obliczeniowe warunki pracy w badanym punkcie elementu,
a stad mozna juz wyznaczy¢ warto§¢ wspotczynnika bezpieczenstwa. :
Podobnie postgpujemy w przypadku dwuwymiarowego stanu naprezenia. Dla kon-
strukcji pretowych najwazniejszy jest ten, w ktérym cykl naprezen w badanym punkcie
elementu podany jest nie przez napr¢zenia gtowne, lecz przez nominalne wartosci

0-"17 Ua 1 T"l’ ‘Ca'

Uwzgledniajac efekt dziatania karbu, wplyw stanu powierzchni i wplyw wielkoéci, otrzy-
mujemy obliczeniowe wartosci cyklu

O E+1 9 Oq E—IU/Wp Yy s T l_€+1 ’ Ta E‘lt/wpll}w H

_gdzie k_,,, k_;. — efektywne wspdtczynniki spigtrzenia naprezenia normalnego 1 stycz-
nego, maja rézne wartodci, jak to widaé chociazby z rys. 17.18.

Powyzsze warto$ci wstawiamy do zaleznosci (17.4). Zauwazajac mianowicie, Ze
02, — 014 Crat 05 OTAZ Gyp+02, S8 niezmiennikami stanu naprezenia, mozna zamiast
nich wstawié o2+ 32 i g,,, a przy uwzglednieniu rzeczywistych warunkow odpowiednio
ich zwigkszone wartosci. W rezultacie kryterium (17.4) przybiera postac

Y Gak—10) +3(5k=10? = (Z-1 =1 OwK+1) Yu ¥y (17.14)

gdzie Z_, — wytrzymalos¢ zmeczeniowa polerowanej prébki z danego materiatu,
y — wspotezynnik wedlug wzoru (17.5).

W podanym sposobie kryje si¢ szereg nieécistosci i dowolnosci. Jedna z nich jest ukryte
zatozenie, ze maksymalna wartos¢ naprezenia o,, czyli k_,, 0., i naprezenia T, czyli
k_y. 7., Wystepuja w tym samym punkcie ciata. Z tych powodéw wzor (17.14) jak i wiele
innych spotykanych w literaturze nalezy traktowaé z duza ostroznoscia. Dodatkowym
czynnikiem jest niepewnod¢ wartosci samych wspGtezynnikéw kg, Y, ¥, ktérych §rednie
tolerancje sa czesto rzedu +15%. Latwo s prawdzi¢, ze w tych warunkach koricowy wynik
obliczefi moze mieé rozrzuty +40%. W tej sytuacji obliczenia takie nalezy traktowaé
jako orientacyjne, a ostateczne stowo oddaé¢ doswiadczeniu.




